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OBJETIVOS DIDACTICOS

En esta unidad aprenderas a:

Identificar nUmeros naturales, enteros, racionales e irracionales.
Operar correctamente con niumeros reales.
Operar correctamente con expresiones algebraicas.

Realizar correctamente las potencias de nimeros reales y las operaciones
con radicales.

Reconocer y definir los conjuntos mas usuales de nimeros reales (intervalos
y entornos), asi como sus uniones e intersecciones.

Manejar el concepto de logaritmo y sus propiedades.

Conocer el concepto de valor absoluto.

CONCEPTOS

NUmeros racionales: definicion. Expresion decimal y fraccionaria.
Numeros irracionales: definicion.

Numeros reales: definicion. Operaciones y propiedades. Densidad.
Potencias de exponente cualquiera.

Radicales: definicion. Operaciones con radicales. Racionalizacion.
Intervalos y entornos. Unidn e interseccion.

Logaritmos: definicion y propiedades. Cambio de base.

Valor absoluto. Definicidn y calculo.



Coleqio Vizcaya 1° Bachiller

NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES

1. INTRODUCCION

Los conjuntos de numeros van amplidandose a lo largo de la historia, a
medida que surgen actividades que hacen necesario su uso.

Desde lo mas rudimentario, contar, que da lugar a los nimeros naturales
N =11, 2, 3, 4,... t, pasando por repartir, que hace necesario el nacimiento de los
numeros racionales Q = {a/b, b= 0}, comerciar con saldos negativos, que origina

el conjunto de los nimeros enteros Z = 14...,-2,-1,0,1, 2, ...} y construir, comparar,
edificar, medir... que requiere que el conjunto de niumeros se amplie de nuevo.

£000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000ocsssocssserssccsssccssscsssccsssnns

: Construye un tridngulo rectangulo de catetos 1 y 1, jcuanto mide su:
hipotenusa? :

.
..............................................................................................................................................

Los numeros siempre han estado en el entorno y las actividades que nos
rodean, haciéndose notar, a pesar del rechazo que ha generado la existencia de

algunos de ellos, como el 0y -1.

Son sus grafias las que han experimentado una evolucion asombrosa a lo
largo de la historia, para responder a las necesidades crecientes en su uso hasta
alcanzar la forma que tienen en la actualidad.

2. CLASIFICACION DE NUMEROS

> NUumeros NATURALES: N=11,2,3,4,..!

- NUumeros ENTEROS: Son los nUmeros naturales, sus opuestos y 0.

z=4..,-2,-1,0,1,2, ...t

> NUmeros RACIONALES: Se llama nimero racional al que puede
expresarse como fraccion de nimeros enteros.

Q:{g /abeZ b¢o}

Su expresion decimal es exacta o periddica (pura o mixta).
: Define, con los apuntes de cursos anteriores, qué se entiende por decimal
: exacto o periddico, y escribe como se realiza el paso de n° decimal a fraccion y
i viceversa.

..............................................................................................................................................
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...........................................................................................................................................

............................................................................................................................................

> NUumeros IRRACIONALES:

Los numeros irracionales, al contrario que los racionales, no pueden
expresarse como cociente de numeros enteros, luego no pueden ser ni decimales
exactos ni periddicos. Por tanto, los definimos como:

“El conjunto de nuUmeros cuya expresion decimal tiene infinitas cifras
decimales no periddicas”. Dicho conjunto se designa con la letra I.

Son ejemplos de nimeros irracionales: \E, T, €... Dado que no se puede

conocer su valor exacto (por eso se designan con letras o simbolos), se suelen
utilizar aproximaciones mediante nUmeros racionales cercanos. Por ejemplo
n=3'1416, e =2'7183.

> NUmeros REALES:

Es el conjunto formado por todos los nimeros racionales e irracionales. Se
designa con la letra R. R=Qu I

Se representan en la recta real asignando a cada punto un numero. Entre
cada dos numeros reales hay infinitos nimeros reales.

..............................................................................................................................................

¢Cual es el nimero real siguiente a 1? ¢y el anterior a 2? ¢(Son consecutivos los
ndmeros reales? :

..............................................................................................................................................

Actividades

1. Clasifica los siguientes nimeros indicando cual es el conjunto (N, Z, Q, R) mas
pequefio al que pertenecen:

5, -7, 023, 5/4, ,@, B Y5, T a7, Ja

2. Clasifica los siguientes numeros en racionales e irracionales:

a) 3'222... b) V7 c)-0'1010010001...
d) -3'28888... e) 0'4353535... ) V11
g) 120'143143... h) V121
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3. INTERVALOS Y ENTORNOS

Los numeros reales pueden representarse en la recta real agrupados en
intervalos y entornos:

- Intervalo abierto:
(a,b)={x eR/a<x<b}

_____ G I o W,
a b
- Intervalo cerrado:
[ab]={xeR/a<x<bf - L
a b
- Intervalo semiabierto o semicerrado:
[a,b)={xeR/a<x<b}
L 0 ----
a b
(@,b]={xeR/a<x<b} X
- oo
- Intervalos infinitos:
(a,oo):{XeR/X>a}
U3
[a,0) = {x eR/x > a} e
(-o,a)={xeR/x<a S
a
(~oo,al={x eR/x < a} .
a

- Entorno simétrico de centro a y radio r:

E(a,r)=(a-r,a+r)

- Entorno lateral por la izquierda de centro a y radio r:

E(ar)=(a-ra)

R o---
a-r a

- Entorno lateral por la derecha de centro a y radio r:

E*(ar)=(aa+r) e
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- Entorno reducido de centro a y radio r:
E'(ar)=(@-r,a+r)-faf o o N
a-r a a+r
Ejemplo:
[23] e -
-2 3
E(214) = (_216) Q. 0.
-2 6
E"(-1,3)= (-4,2)-{-1}
Q Q Q.
-4 -1 2

UNION: Se define la unién de dos conjuntos A y B como el conjunto formado por

todos los elementos de ambos conjuntos. Se escribe AU B.

INTERSECCION: Se define la interseccidon de dos conjuntos A y B como el conjunto

formado por los elementos comunes de ambos conjuntos. Se escribe AN B.

Ejemplos:

1) A

AUB =11, 2, 3, 4, 6}
ANB =12}

A B

72
v

AuUB AnB

2) [-315) U (219) = [_319)
[_315] n (219) = 15]
(2,41 n [6,8] = (df

significa conjunto vacio: que no contiene
ningun elemento)

Representa graficamente los intervalos y comprueba los resultados.
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Actividades
3. Representa los siguientes conjuntos numéricos:

a) (-3,-1) b) {x/-2<x<5} ¢) (- ,0) U (3,+x)
d) [4I+OO) e) [_215) o (517] f) (_ Ooll) o (1I+OO)

4. Expresa como desigualdad y como intervalo y representa:

a) x es menor que - 5.

b) 3 es menor o igual que x.

c) X estd comprendido entre - 5y 1.

d) x estd entre — 2 y 0, ambos incluidos.

. (-1 1
a. E*(-5,6) o) E (?’5}

b. E* (lej d) E (o,ij
32 7

6. Identifica los entornos E (-1,6), E* (0,4), E*(5,2) y E* (0,6) con el conjunto
que le corresponda:

a) A={xeR/0<x<6}
b) B={xeR/-7<x<5}
c) C={xeR/-4<x<4}-{0}
d)D={xeR/3<x<5}

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:5. Expresa en forma de intervalo los siguientes entornos:
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

4. VALOR ABSOLUTO

Se define el valor absoluto de un nimero real como su distancia al 0, es decir,
el valor absoluto de un nimero a es el propio nimero a, si éste es positivo, y su
opuesto —a, si es negativo (Recuerda que si a es negativo, -a es positivo). Se
escribe |al

|a|: a si a=0
-a si a<0

Ejemplos:

|71=7

-71=7

Ix|=4=x=4,x=-4
x-5=2 > x=7

Ix-5]=2 <:
x-5=-2 > x=3
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Actividades
7. Hallar el valor absoluto de: 7’4, 0, - 5'87.

8. ¢Para qué valores de x se cumplen las siguientes igualdades?

9. ¢Para qué valores de x se cumplen las siguientes desigualdades?

|
|
|
|
|
|
|
|
| a) |x|=3 b) Ix|=0 ¢ |x+1=3 d) |x|=+3
|
|
|
: a) |x|<3 b) | x|>3
|

5. NUMEROS REALES. OPERACIONES. (REPASO)

5.1. SUMA

a+beR, Va,be R (lasuma de dos nimeros reales siempre es

otro n© real. La suma es una operacion interna)

- Propiedades:
a) Conmutativa: a+b=b+a Va beR
b) Asociativa (@a+b)+c=a+(b+0 Va,b,ceR
c) Elemento neutro: 0€ R a+0=a
d) Elemento opuesto: Vae R, 3 -aeR/a+(-a)=0

**(v significa: para todo o para cualquier)**

Por cumplir estas cuatro propiedades, se dice que R es un GRUPO

ABELIANO respecto a la suma.

5.2. PRODUCTO

a-b € R, Va, b e R (el producto de nimeros reales también es

una operacion interna).

- Propiedades:

a) Conmutativa: a-b=b-a Va,beR
b) Asociativa: @-b)-c=a-b-c) Va b ceR
¢) Elemento neutro: 1eR a-l1=a

1 1
d) Elemento inverso: Va*0eR, ngR / a-gzl

Se deduce que el conjunto de los nimeros reales (R), es también GRUPO

ABELIANO respecto al producto. Ademas también se cumple:

Distributiva respecto a la suma

Va, b, ceR, a-b+c)=ab+a-c

Por cumplir estas 9 propiedades se dice que R tiene estructura de

CUERPO CONMUTATIVO respecto a la suma y el producto.
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5.3. RESTA

Por existir elemento opuesto, podemos definir la resta como la suma
con el opuesto a-b=a+(-b)

5.4. COCIENTE

(b =0)

|~

Por existir elemento inverso a-

oo

5.5. POTENCIACION. PROPIEDADES

a) Potencias de exponente entero: a" donde aeR,neZ

-Sin>0 a"=a-a-a-...-a (n factores)
. an
-Sin=0 a’=1 (yaque a’=a""==-=1)
a
-sin<o & - ( "at =2 -1)
in a_a_n ya que a"-a" =a" =
b) Potencias de exponente fraccionario:
m 1 m
an =%a™ vyaque (a™)"=an"
Propiedades:
- gMm.g"h = gm
- am:a"=am™"

(am)n :am~n
(@a-b)y™ =a™.pm
- (@a:b)"=am:b"

Intenta justificar las igualdades anteriores

..............................................................................................................................................

5.6. RADICACION. OPERACIONES CON RADICALES

- Definicién:
Radical es toda expresion de la forma Ya donde a es el radicando y n es el indice
de la raiz, siendo:
Ya=beob"=a

- Operaciones

a) Suma: Solo se pueden sumar radicales cuando al simplificarlos,
tienen el mismo indice y el mismo radicando, extrayendo como factor comun
dicho radical

b-Ya+c-¥a=([b+cha
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b) Producto :

Si los radicales tienen el mismo indice: Ya-%b =%a-b porque

1 1 1

an-bn =(a-b)n

Si tienen distinto indice hay que reducirlos previamente a indice
comun buscando su m.c.m.

Ejemplo:

?/3a2b -‘{/5a7b3c — 1%/34(a2)4b453(a7)3(b3)3c3 :1%/3453a29b13c3 = a2b ¥345335hc3

c) Caociente :

Si los radicales tienen el mismo indice: R‘/E:%:Q/a/b porque
1 1 1

an :b" =(a:b)n

Si tienen distinto indice hay que reducirlos previamente a indice
comun buscando su m.c.m.

d) Potenciacion :

m

@a)' =3a™  porque (a¥")" =an =%a"

e) Radicalizacién :

1

mr\l/g - m-Q/g porque (al/n)l/m _ am _ m~{1/5

f) Racionalizacién

- Racionalizacion de denominadores:

a)i
Jb

a

multiplicamos y dividimos por Jb

multiplicamos numerador y denominador por Yb"™™
mbm

a - , i
7 multiplicamos numerador y denominador por el conjugado.
+4/C

10




Coleqio Vizcaya 1° Bachiller

Ejemplos:
2X 2X\/§ ZX\E
1. 22 = 22VE _2PNL w2
R a2
, B2 (B2’ (B+2Rle? | (5+2R2?

3 2 _ 2:(3+43) _23+43) _23+43)_3+43
$3-Y3 (3-43)-3+43)  9-3 6 3
e

Actividad

QJ
(7

(l+lj[l—lj+5—3[4§+lj=
3 22 4 5
b) (a+ b+c)® + (a-b)? + (a+c)® =

©) 754 - 318 ++24 - 2 50 - V6 =

2 2 [3_
d) \/;3\/;\/;_

& vﬁ(sﬁ:%)-[%.e\/gj ;
> [ BT

g9)

> () [+

39 b-.b-3 a =
N {5 Vb .
k) Racionaliza:
3xy? 3v5 - 243 6 7
a) b) == ) d) ————
Ix%y 243 +345 5 32.2.53

11
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6.- LOGARITMO DE UN NUMERO. PROPIEDADES

Seguramente, serias capaz de resolver la ecuacién: 2*- 2= 64, aunque la
incognita (x) esté en el exponente. Para ello, bastaria con expresar toda la igualdad
en base 2:

2Xt1 =26 — yx41 =6 = x=5.

Sin embargo, resultaria mas dificil despejar con precisién la incégnita en esta
ecuacion:

2*.2 =40

ya que, siguiendo la estrategia anterior: 2**! = 40, sélo podriamos dar un valor
aproximado a x, pues 40 no es potencia de 2. Deducimos que x+1 debe ser 5'?7?..

pues 2° =32y 2%=64. Portanto, x= 4'??? . Podriamos buscar con la calculadora
una buena aproximacion, probando con distintos valores.

No obstante, parece conveniente definir alguna herramienta matematica util
cuando se trata de manejar exponentes.

Sabemos que en toda potencia aparecen tres elementos: base, exponente y
potencia o resultado. 23 =8

Necesitamos conocer dos de los tres elementos para calcular el tercero:

a) Si conocemos la base y el exponente: 23 =[] vy debemos calcular el
resultado, la operacion se llama POTENCIA vy te resulta conocida.

b) Si disponemos del exponente y la potencia: 1> = 8 y tenemos que
calcular la base, la operacidon se llama RADICACION y, aunque la has estudiado

anteriormente, se escribe con otro formato: 38 = ]

c) La tercera posibilidad es que conozcamos la base y el resultado de la
potencia: i
2 =8

Es entonces cuando debemos calcular el exponente. Esto es lo que
conocemos con el nombre de LOGARITMO. Logaritmo es un sindnimo de exponente

LOGARITMO = EXPONENTE

También se escribe con otro formato: log,8 =[]
Se lee “logaritmo en base 2 de 8 "

Ejemplos:
a) log,16 =4 porque 2*= 16 b) I092%= -1  porque 2’1:%
c) logs1=0 porque 5°=1

12
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Si no consigues hacerlo mediante calculo mental, puedes llamarle x y pasar
al formato potencia, es decir:

log;v27 =x = 3X=\/ﬁ:>3x=(33)% :>3X=3§ :>x=%

luego log,+27 = =
' Actividad T ﬁ:
i 11. Completa los siguientes logaritmos: i
i log,;9 = Iog3\/_: log, 4= log,1= i
2
: | 1_ 1 1 i
: 09%6— Iog£5 Iog4a— Iogz\/;_ :
[

Ahora que comprendes el concepto, vamos a escribir una definicién precisa
del concepto de logaritmo:

Definicidn:

Se define el logaritmo en base a de b, como el exponente x al que hay que
elevar a para obtener b, es decir

log,b=x<a*=b

Cuando se manejan numeros muy grandes o muy pequefios, es mas comodo
utilizar sélo los exponentes. ¢Sabias que los nimeros de la escala de Richter que
miden la fuerza de los terremotos, son logaritmos?

0000000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sscssscscsesesssssssssscscsssncnsss,
.

Calcula ahora los siguientes logaritmos:

o,
...........................................................................................................................................

Si has encontrado dificultades para resolverlos, quiza hayas llegado a alguna
de las siguientes conclusiones:

Caracteristicas:

1) La base a tiene que ser un n° positivo y distinto de 0 y 1, ya que una base

(en la unidad 5 veremos los numeros complejos, que surgen de las raices de
numeros negativos).

Ademads, no tiene sentido hablar de log,3 6 log,5 , pues cualquier
potencia de 1 es igual a 1 (nunca podria ser 3), y cualquier potencia de 0 seria 0,
es decir, solo existirian log;,1 y log,0 y serian iguales a todos los nimeros
reales.

13
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2) Por otra parte, la potencia b no puede ser negativa ni 0,

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sssssssssscsesssssnsscscsesoses,

Razona por qué y escribelo.

.
...........................................................................................................................................

l Potencia b>0

|Ogab — C Exponente c

T yualquier no real

Base
a>0
az1

3) Los logaritmos mas utilizados son los de base 10, llamados logaritmos
decimales, en los que no es necesario precisar la base, (log,,b=1logb) vy los

logaritmos neperianos, de base el n® ex2'7182... cuya notacion es Lna= log.a.

Ejemplos: log100=2, log0'1= -1 Lne=1

...........................................................................................................................................
.

Calcula los siguientes logaritmos:

............................................................................................................................................

Propiedades de los logaritmos:

Recuerda siempre que un logaritmo es un exponente y, por tanto, debe
cumplir las mismas propiedades.

Sabemos que al multiplicar dos potencias de la misma base, se suman los
exponentes ya que: a’a’=a-a-a- a-a=a° = am™a'=a""

Si el exponente del producto es la suma de los exponentes, el logaritmo del
producto debe ser la suma de los logaritmos, es decir:

1) log,(b-c)=Ilog,b+log,c

Por la misma razén, y dado que el exponente del cociente de dos potencias

m

a g . . .
es la resta de los exponentes: — =a™" se cumplird que el logaritmo del cociente

= =

es la resta de los logaritmos:

2) Iogagz log,b-log,c

14
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Por ultimo, al elevar una potencia a otra potencia se multiplican los
exponentes: (a™)"=a™" yaque (23)2=23.23=2.2.2.2.2.2=2°%,
Luego debe cumplirse que:
3) log,b" =n-log, b

(recuerda que tanto n como el log,b son los exponentes)

Esta Ultima propiedad puede razonarse de otra manera, utilizando la propiedad 1:

log,b" = log,(R-b-b....-h) = log,b+ log ,b+..+ log ,b = n- log,b

n v&ces n véces

Ejemplos:
1) Conocido el log 2=0°301 , calcula log20 y log0’'08

log20 = log(2:10) = log2+log10 = 0’301+1 = 1°301
IogO’08=Iog% = log8 - log100 = log2°- log100

3-log2 - 2 = 3-:0'301-2

2) Sabiendo que logx+log3 = logl2, halla x

log(x:3) =logl2 = 3x=12 = x=4

Como has podido observar, estas propiedades nos permitirdn obtener
otros logaritmos a partir de uno o varios conocidos, o despejar incognitas afectadas
por logaritmos.

También es cierto que la mayoria de los logaritmos son ndmeros
irracionales dificiles de precisar. Ademas, la infinidad de bases posibles hace mas
dificil la tarea. Por eso, tan sdlo se manejan con asiduidad las bases 10 y e, que son
las que puedes encontrar en cualquier calculadora.

Pero entonces, ¢cdmo calcular log;57?

Muy sencillo, se ha encontrado una férmula que permite el paso de una
base a otra.

Férmula del cambio de base

Para pasar de base a a base b

log, x

log, x =
log, a

Seria entonces cierto que pasando a base 10 y utilizando la calculadora:

15
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Vamos a demostrar esta férmula utilizando el formato de potencia, que
resulta mas familiar.

Demostracion

Para ello, nombramos con una letra a cada logaritmo:

log,x=p, logyx=q vy log,a=s. Queremos demostrar que p :g
si log,x=p=a® =x
Se cumple que: si loggx=q=b%=x;=>a”=b% = (b°)’P=Db"
si logja=s=b®=a T

Sustituyendo a por b*®

q

Luego, (bs)D =b9=b® =b¥%=sp=gq=p-= s como queriamos demostrar

c.q.d.

Por ultimo, vamos ahora a resolver la ecuacion que habiamos planteado
al principio de este apartado:

2¥.2 = 40 = 2*'=40 = log,40 = x+1 10940 _ 41 =
log2
+1=@ = x+1 = 5322 = x=4'322
0'301
r-———-— -, T T T T T T T T T T oo
Actividades

12. Calcula, utilizando la definicién de logaritmo:

a) log, 64 + log, % -log; 9 - log, V2 =

i+Iog3i—logzlz

b |
) l0g, 55 27

13. Calcula la base de estos logaritmos:

a) log,125=3 b) log, % =2 c) log, 0'04 = -2

d) log, é =-2 e) log, 2 = %

16
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14.Sabiendo que log 3 = 0477, calcula el logaritmo decimal de 30, 300,
3000, 03, 0’03, 0°003.

15. Sabiendo que log k = 144 calcula:

k 1 1
a) log oo b) log(0'1 - k?) c) |ogs\/; d) (logk)2

16. Si log k = x, escribe en funcién de x:

100
1
log ~ +log Ja 1
17. Comprueba que ~—2 — - —=
loga 6

18. Siendo log 2 = 0’301 y log 3 = 0477 calcula:

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

: a) log k? b) Iog—k c) logv10k
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

: a) log 5 b) log 24 c) log 18 d) log =
|
|
|

17
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EJERCICIOS

1. Indica si es verdadero o falso:

a) [1,+x) c (1,+x)
b) < (-1,1)

C) (_ 0, OO) < [OI+OO)
d) (-1,1) < [-1,1)

** El simbolo < significa “contenido en” A esta contenido en B: A c B**

2. Dados los conjuntos:
a. A={xeR/-7< x<4}
b. B={xeR/4< x<6}
c. C={xeR/0<x<5}

Calcula
a) AuB b) AnB c) (AuB)NC
d) AnBnC e) An(BuUC) ) AuUBUC

3. Realiza las siguientes operaciones:

1+x 1-x) 3 X
D + — - ——-X|=
1-x 1+x)\4x 4

52 . 773 . 574
™ 5T
4. Calcula:

a) log,1024 = b) log, 6_];], = c) log, \/5 =
1

d) log, — = e) log0'001 = f) log: 3=

32 5
9) log, V8 = h) log. 1=

5. Sabiendo que log 2 = 0301, calcula:
1 0'025 1
a) logi/0'02 b) logl —— c) log,[—= d) logs
) log ) g[@J ) 9,/ 3 ) 9,/0.32

6. Sabiendo que log 3 = 0477, é{cuanto valdra log;10?

7. Sabiendo que log,b =3y log, 9 =5, écudl serd el valor de a?
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8. ¢Qué relacidn existe entre a y b en los siguientes casos?

i. loga-logb=0
lo

ii. loga=Ilogb + log 2
iili. loga=2logb
iv. loga=1+1logb

9. Realiza las siguientes operaciones:

a)
b)

c)
d)
e)
P
9)

h)

1)

K)

D)

|

E_[_Llj_i(z_l]_
9 4 2) 114 5)
5-(-2)+(-8)-(-4)-5=
7-(-3)-(-8)-3:(-1)+5=

-f3-3-2) 43

2X 3x+1_1—x B
x-1 x-1 x?-1

1 1 1Y 4 3
— —— + 2 |Ix*+x7 )=
(x3 x> Xj( )

JB-2x)? +12-8x —/3x? -
-1

2x3 =
3
+ — =
2

N+~
|
[
N
N
+
—
N
|
Wl
N
[N)

=

[a 402 | [2b _
2b a2 ' a B

10. De los siguientes numeros di cuales son racionales y cudles irracionales.
Afiade también si son periddicos o no indicando, si existe, cual es el periodo.

a) 7’64 b) 0'23414141...
c) 1’7320 d) 6'12354635463546...
e) \/§ f)3'07007000700007...
g) 0'6666.... h) 6
11. Extrae factores de los siguientes radicales:
1) /8 2)3 .4/8a°3 3)2x2y4/xiy?
10 6
4y 2% 5)4Zixs 6)4+/8b’%a’
Y
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12. Realiza las siguientes operaciones:

nfe3r] -
2)(-4) : (- 4)

15) (0'64 ) °”

16 )3/8 - 27 - 64
17)3/(2197 )*
18 )3/0'00032
19) \/1 + \/6 +
20) \/8 -3/4 - 4/32

13. Introduce factores bajo el signo radical:
1)_4/2_7 2) X\/I )_ 2xz
2 X 2xy \ vy
a+b b 2 .-
5 _3/_
a + b ) 3V7

20
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14. Escribe en forma de potencias los radicales:
3
1)3x5 2) {ab? 3)4[2 - éj 4)Yxx

552+ 1 5) 2093x
a-1 3J—

15. Escribe como radicales las potencias:

5 -2 113
1)(2-x)2 2)55 3)4x2y 2 z4
-1 3 g E
432 6)3a2[ 53(3ab? - 5)2 ]

3-45

16. Realiza las siguientes operaciones:
a) 344547
b) vb-¥a Yab
c) 5V12 + 7448 - {108 — 192 + 4243

d) V2b 13—
4a
e) ZJ_(%/_—%/_)
) 3vx — Vax + 2436 - 5./x - X

25
a) JxyR2x -32y)
hy (3-a-v3+al3-a+V3+a)-

o o172

k) (3++5)2-+5)

) 1¥/125:825
IO
I

n) v75a%b? + +/3ab*

A) 3. 3f2_x_2 3/3x 5. 3’ 6X
125

0) %
33
)T oo} 6
p) ;
(b"lazy a2.(—af bl

X + X +y [25xy? —25y3
@ b T 1 ot ey X [Py

X+Yy
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17. Racionaliza las siguientes expresiones:
15

RN

7
532'2.53
1+x
1-x
2y5
2—x/§+\/7
e) Zﬁ
Y4-43
f) a-b
Va2 - b?
2

ff

" N/—+1

)a\/_ bya

ax/_+b\/_
4 - a2

'-ff

K2
333

N 3v2
ol

18. Realiza las siguientes operaciones:

B8 x/?g +\72)2
M
N G
o (3434 b3y
> (BT GITET-0Y

c)

d)

22
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f) 4x/1_—%«/_48+§«/f+§«/ﬁ

D 593 4a ) 8 w6 1
h) Va3b~w.ab

Ja 43
3az.\/a_
)

6/55 . 3/5%
8a7
3(.2-3

i (pa)’[p?a

2 .2
m+n [m-n /m +n
k) \/ 2 \/ ' 2
m m n
N Jax - 3Ixa?
Vx3 - §ax
cd [a® b?d [4a*c d? |b%c?
my < ja _2d L
aVcd a \b3d c\ @3

19. Expresar en forma de intervalo los siguientes entornos:

E (_1110)1 E (312)1 E (_813) Yy E*(1I5)

20. Define y representa graficamente:
a) E(0,3)UE(2,3)
b) [_31_1)0(_215]
C) [_310)0[_2100)

21. Calcula:
l0g V64 .42
? 25 .3512

22. Silog2 = 0’301 y log 3 = 0’477, halla:

a) log0'048 =
10'8

b) log =
V14'4

23. Calcula x:

a) log, 0'001=3
b) loggx=1

1
c) lo X==
) logys >
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24. Calcula y representa graficamente los siguientes conjuntos:
a) AnB
b) AuB
c) AnBnC
d AucC
siendo: A =E*(0,5)
B-{xeR/4<x<6}
C={xeR/2<x|

25. Expresa en forma de intervalo y represéntalos graficamente:

a) A =E (-5,6)

21

(-1 1
c)C_E(?,gj
d) D={xeR/5<x}
e) E={xeR/-3<x<9}
f) F={xeR/-2<x<3}

26. Siendo log 2 = 0’301 y log 3 = 0477, calcula:
a) log 24 i
27
12
b) log——
) log 162
24

c) IogE

d) log14'4

e) 10g36.000

) Iog\/ﬁ

g) logl6'4 - v2'4)
o

h)Iog?

i) log4781'25

k) log0'015
27. Halla el valor de x en las siguientes igualdades:

a) logs x =2
b) log,125=3
c) log,16 =x
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CUESTIONES

1. Razona si estas afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Todo numero entero es racional.

b) Hay numeros irracionales que son enteros.

c) Todo ndimero irracional es real.

d) Algunos nimeros enteros son naturales.

e) Hay numeros decimales que no pueden ser expresados como una fraccion.
f) Todos los numeros decimales son racionales.

g) Entre dos niUmeros enteros siempre hay otro nUmero entero.

h) Entre dos numeros racionales siempre hay infinitos nimeros racionales.
i) Entre dos nimeros racionales hay infinitos nimeros irracionales.

j) Los numeros racionales llenan la recta.

k) Los nameros irracionales llenan la recta.

2. Six e R, explica si es verdadero o falso:

a) x? es siempre positivo o nulo.
b) x* es siempre positivo o nulo.
c) 3¥x sélo existe si x > 0.

d) x ! es negativo si lo es x.

e) - x? es siempre negativo.

3. (Cudl es la respuesta correcta?

1

1 3 -1 \/E

a) (<275 =1{-3 by 42 =271
-9 -2

. . . 1
4. Silog x =9, écual sera el valor de log—?
X

5. ¢Es cierto que |- a| = a para todo nimero real a? (Y |- 4 = -a?

25



Coleqio Vizcaya 1° Bachiller

26



Coleqio Vizcaya 1° Bachiller

UNIDAD DIDACTICA 2:

ECUACIONES Y SISTEMAS

1° BACHILLER
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OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. Resolver ecuaciones de primer y segundo grado de forma analitica, e
interpretar graficamente las soluciones.

2. Resolver ecuaciones sencillas de grado superior y bicuadradas.

3. Resolver ecuaciones radicales, exponenciales y logaritmicas.

4. Resolver y clasificar sistemas de hasta tres ecuaciones lineales con tres
incégnitas mediante los métodos de sustitucion, igualacién, reducciéon y
Gauss.

5. Resolver sistemas de ecuaciones no lineales.

6. Plantear y resolver problemas mediante ecuaciones y sistemas de
ecuaciones.

7. Manejar el método gréafico de resoluciéon de inecuaciones y sistemas de
inecuaciones con una y dos incégnitas.

8. Resolver problemas de programacion lineal.

CONCEPTOS

1. Ecuacioén: concepto y clasificacion.
2. Ecuaciones de primer y segundo grado: resolucién y significado geométrico.

3. Ecuaciones de grado superior, radicales, exponenciales y logaritmicas:
concepto y resolucion.

4. Sistemas de ecuaciones lineales: concepto y clasificacion.

5. Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incoégnitas: métodos de
resolucion (reduccidn, sustitucidon e igualacién) y significado geométrico.

6. Sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas: método de Gauss.
7. Sistemas de ecuaciones no lineales.
8. Sistemas de inecuaciones lineales con una o dos incégnitas: resoluciéon

9. Programacion lineal.
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ECUACIONES Y SISTEMAS

1. ECUACIONES

Definicidn: Se llama ecuacion a toda igualdad entre dos expresiones
algebraicas. En ellas intervienen cantidades desconocidas llamadas incognitas. Los
valores de las incoégnitas para los que se cumple la igualdad se llaman soluciones.

Ejemplos:
3x+y=5 ( x=0 y=5) es una solucién. ¢puedes encontrar mas?
¢cuantas soluciones hay?

2x2+x-1=0 ¢cuantas soluciones tiene? hallalas

X-2 = x+5 ¢cuantas soluciones tiene? ¢qué puedes deducir?

2. ECUACIONES LINEALES O DE PRIMER GRADO

Son de la forma ax+b=0, con a=0.
L -b - .
Su solucién es x = — Yy coincide con el punto de corte con el eje X de la recta
a

y = ax + b.

v

—b

a

(Observa que si queremos hallar los puntos de corte con el eje X de la
funcion y=ax+b, debemos hacer y=0, es decir, ax+b=0 , lo que supone resolver la
ecuacion).

3. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Son de la forma ax? +bx+c =0 con az0, a,b,c € R. Recuerda que sus
soluciones son:
-b ++b? - 4dac
X =
2a

Pueden darse tres casos:
a) Si b? - 4ac > 0 = dos soluciones reales.
b) Si b%? —4ac =0 = existe una Unica solucién real doble.

c) Si b? —4ac <0 = no existe solucién real, sino compleja.

Graficamente las soluciones coinciden con los puntos de corte en el eje X de
la pardbola y = ax? +bx + ¢
b) A c) 1

N/

1
WV

29
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1. Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:
a) (6x -3 - 5x(4x - 5) = Bx(x - 1)
x2 -1
3

X% 42

2
b) +(x-2f = 5

4. ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR

a) Ruffini: investiga sobre ello repasando tus apuntes del afio anterior.
Te facilitamos un ejemplo.

Resuelve la ecuacion: x*-3x%-13x*+9x+30=0
1 -3 -13 9 30
-2 -2 10 6 -30
1 -5 -3 15 0]
5 5 0] - 15
1 0 -3 0

x?-3x3-13x? +9x +30=0 equivale a:
(x+2)(x—5)(x2—3)=0 = X?-3=0>x=143
(x +2)x - 5)(x - \EXX + \/5) =0 = x+2=0, x-5=0, Xx-4/3=0 6 x++3=0

Las soluciones son: x = -2, 5, \/5 - \/§

Actividad

2. Resolver las siguientes ecuaciones de grado superior:

|

|

|

i

| a) x*-4x®-x2+16x-12=0

: b) 3x3+5x> -4x-4=0

| c) x* —x®-16x% -20x =0

: d) Escribe un polinomio cuyas raices sean 1, 4, -4, O.
: e) x3-3x2 +3x-1=0

| f) 2x3 -3x? -8x-3=0

| g) x*-3x3+x?-x-6=0

i h) 2x* - x® -11x? -11x -3 =0

|
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b) Ecuaciones bicuadradas:

Son de la forma ax* +bx? +¢c=0 , cona=0.

Una ecuacion bicuadrada se puede reducir a una ecuacion de 2° grado,
haciendo el cambio x* =z = (x* =2z%)

Ejemplo:
Resuelve la ecuacion: x*-13x*+36 =0

z=9
13+4169-144 1335 —

22 -132+36=0= z=
2 2 \
z=4

z=9=>x*> =9=>x=43

z=4> x2 = 4> x=%2

Soluciones: x=3,-3, 2y -2.

La descomposicién factorial seria: (x - 3)x + 3)x - 2)x +2)=0
Compruébalo utilizando Ruffini

Actividad

| |
I |
: 3. Resolver las siguientes ecuaciones de grado superior: l
I a) 9x* +5x2 —4=0 |
| b) x* -5x* +4=0 I
: c) x* —4x?>+3=0 :
: d) x*+x2-2=0 :
: e) 2x* +x?-1=0 :
I |

5. ECUACIONES IRRACIONALES

Definicion: Son aquellas en las que la incognita aparece bajo el signo
radical.
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Ejemplo:

Resuelve la ecuacion: \/x +5+ \/2x +8=7

* Aislamos una de lasraices = VX +5 =7 - y2x + 8
* Elevamos al cuadrado ambos miembros (el segundo miembro es una identidad

notable) > x +5 =49 —-1442x + 8 + 2x + 8
*Volvemos a aislar laraiz agrupando términos que sean semejantes

144/2x +8 = x +52
* Elevamos otra vez al cuadrado = 196(2x + 8) = x2 + 104x + 2704
* Agrupamos términos = x° - 288x + 1136 = 0 (ecuacién de segundo grado)

= 288 + /82944 — 4544 288+ A 78400 288 £280 _
2 2 2
X = 4 si es solucion

:<

Compruébalo

X = 284 no es solucidén. ¢Por qué?

IMPORTANTE: Debes verificar todas las soluciones pues hay muchas
posibilidades de que aparezcan soluciones falsas.

Actividad

|

: 4. Resolver las siguientes ecuaciones:
: a) \/H—x+7=0

I b) 3x - 3Jx +3 =x+3

: c)—ﬁ+1:x

i d) x-+3x-5=3

| e) V6 -3x —/3-x =1

| f) VI-4x +/x +3 = 4

6. ECUACIONES EXPONENCIALES

Definicién: Son aquellas cuya incdégnita figura como exponente.

Ejemplos:
1) Resuelve la ecuacion: 3113 4+3*2 =03

Escribimos todo en funcién de la potencia 3* :
X

3?+3X+9~3X:93:> SX(%+1+9j:93:> SX(%j:QS =

= 3¥=9=3 =32 = x=2
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Si quieres puedes resolverla mediante un cambio de variable 3* =t
2) Fijate en el siguiente ejemplo: 4% -5.2%+4=0
4% 5.2 14=0> 2% -5.2"14=0
hacemos el cambio 2* =t = t®> -5-t+ 4 = 0 ecuacion de 2° grado

 5+425-16 5+3 |4 =2%=2" = x=2
2 2 1=52=1=2°=x=0

t

3) 3 =11 ;Como lo resolverias? jClaro! Utilizando logaritmos.

g9o¥t-2.3¢1=3

logll 1
| 11-1
2x+1=1Il0og;11 = 2x=1log;11-1 = X =og3T = leo%—
1041 B
0477 _2182-1_ 1182 0’591
2 2
r--rr——"7—---"""""""""""""""—-/"7""/"/7""/"""" 'i
: Actividad |
| 5. Resolver las siguientes ecuaciones: :
I x-1
|
! a) 52 -5%-12=0 d) :Wﬂsa |
|
|
| b) 32 +3°1 43 4+ 31 =120 e) 572 =2 |
|
: c) 44 -5.2+4=0 f) 221 16 = 2°*1 |
|
|
| |

7. ECUACIONES LOGARITMICAS

Definicion: Son aquellas cuya incégnita aparece sometida a la operacion
logaritmo:

Ejemplo:
Resuelve la ecuacion: 2logx —log45 =logx -log3

2logx —log 45 =logx —log3 = logx? —log45 = logx — log3

2 x> X

—logi_—logl = XX 2 _15x=x?-15x=0= x(x-15)=0 =
45 3 45 3

/ x=0
=
T~ x-15=0 = x=15

Comprueba las soluciones y recuerda que no existen logaritmos de nameros
negativos ni de cero.
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' Actividad

6. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) logx =4log2
b) 2logx =log(-6 + 5x)

c) logx3 —log 40 = log—~
) log g 970

e log3 +log(11 - x°) _
log(5 - x)

f) log(x-1)+log(®x +1) =3

g) 2log;(x +4)-log,(bx+2) =1

h) logs(7x + 4) —logs(x —2) = 3 -logs(X + 2)

2

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I X X 32

d) 5log— +2log— =3logx - log—

: ) 95 93 g 95
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

8. ECUACIONES LINEALES

Definicién: Se llama ecuacidn lineal a toda igualdad de la forma:

Xy + Xy +...+8.X, =b
donde a; son los coeficientes, X; las incognitas y b el término independiente.

Observa que puede haber un nimero cualquiera de incégnitas, todas ellas con
exponente 1.

Ejemplo: 2X—y+z-3t=7

Segun sus soluciones, una ecuacion lineal puede ser:

a) Compatible determinada: tiene solucion unica.
2+x=3;x=3-2; x=1

b) Compatible indeterminada: tiene infinitas soluciones.
X+y=0;X=-y

¢) Incompatible: no tiene solucién.
X+5=x-1;0=-6 imposible.
9. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Definicion: Un sistema formado por m ecuaciones y n incégnitas es un
conjunto de m ecuaciones de la forma:

allxl + 8.12X2 + ...+ alan = bl
621X1 + a22X2 + ...+ aZan = b2

siendo a; los coeficientes, x; las incognitas y b; los términos independientes.
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Si todos los términos independientes son iguales a cero, se llama sistema
homogéneo.
Los sistemas pueden ser:
- Compatibles:
+ Determinado: solucién Unica
+ Indeterminado: infinitas soluciones
- Incompatibles: no tienen solucion.

10. SISTEMAS LINEALES DE DOS INCOGNITAS
Definicién:  Son de la forma: {ax +by =c
ax+by=c

Métodos de resolucion:

a) Método de sustitucion:

Despejamos el valor de una de las incognitas en una de las ecuaciones y la
sustituimos en la otra

Ejemplo:
7x -3y =23
y=5-4x=7x-36-4x) =23 = 7x-15+12x =23 =
4x+y =5
19x =38 = x=2, y=5-8=-3

b) Método de igualacion:

Despejamos una de las incognitas en las dos ecuaciones e igualamos los
valores obtenidos

Ejemplo:
X - 23
77X -3y =23 = _
{4 y5 = Y 3 :7"3—23=5—4x:>7x—23:15—12x:
X+y= y =5-4x
19x =38 =>x=2=>y=-3

c) Método de reduccion:

Consiste en conseguir un sistema equivalente eliminando alguna incégnita

Ejemplo :
7x -3y =23 7x -3y =23
4x+y =5 12x + 3y =15

19x =38 = x=2=y=-3
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d) Método grafico:

Graficamente, cada una de las ecuaciones representa una recta. Por ser la
solucion un punto que satisface ambas ecuaciones, tiene que ser un punto en
comun, es decir, su punto de corte:

- Si el sistema es compatible determinado: dos rectas secantes
X+y=5
2Xx-y =4

- Si el sistema es compatible indeterminado: dos rectas coincidentes
X+y=5
2x +2y =10

- Si el sistema es incompatible: dos rectas paralelas.

Escribe una ecuacion que forme con la dada un sistema incompatible.
{x +y=5

*:Qué observas al resolver los tres sistemas?

Actividades

7. Encuentra un numero de dos cifras sabiendo que éstas suman 11 y que si
invertimos el orden de las cifras el niUmero obtenido excede en 45 al niumero
dado.

8. En un parking hay 37 vehiculos entre coches, motos y camiones de 6
ruedas. El nUmero de motos excede en 3 al de coches y camiones juntos. Halla
el nimero de vehiculos de cada clase si en total suman 118 ruedas.

9. En un centro hay dos equipos de futbol A y B. Si del equipo A pasan tres
personas al B en ambos queda el mismo nimero. En cambio, si del B pasan 7 al
A queda en éste un numero que es el cuadrado de los de aquél. ;Cuantos
deportistas hay en cada equipo?

10. Los lados de un triangulo rectangulo tienen por medida en metros tres
ndmeros pares consecutivos. ¢Cuanto mide cada lado?

11. SISTEMAS DE TRES ECUACIONES CON TRES
INCOGNITAS. METODO DE GAUSS

Consiste en aplicar reiteradamente el método de reduccidén hasta conseguir
un sistema triangular en el que la primera ecuaciéon tenga 3 incégnitas, la segunda
2 y la tercera 1.

Amplia esta informacion.
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X+y+z=1
Ejemplo: Resuelve el siguiente sistema: 2x-y-3z=0 =
-X+2y-2z=-5

X+ y+ z=1

=
X + y+ z=1 X =1
= -3y- 52=-2 = y=-1
-6z =-6 z=1

Recuerda que debes comprobar la solucién en las tres ecuaciones.

11. Resuelve por el método de Gauss:

X+3y-2z=4 3X+2y-z2=3
a) 2x+2y+z=3 b) <x+y-2z=3
3X+2y+z=5 2X+y+3z2=16
X-y+z=4 5x +3y -9z = -18
C) 2x-y+z=5 d) «x-2z=-5
X+3z=7 X+3y—-2z=1
X—-2y-3z2=3

e) «2x-y-4z=7
3x-3y-5z2=8

12. SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES
Ejemplos:
xX+y=4 2 2 2 ..,2
5 5 :>x=4—y:>(4—y) +y“ =40 =16 -8y +y“ +y“=40
X“+y° =40

2y? -8y -24=0=y? -4y-12=0

y_4i\/16+48 _4i8:>{y=6:x:—2

2 2 y=-—2=x=6

2*.2Y =1 2% = 2° X =0
b) = Y >X=2=2y=-2
32%.3Y =9 32y _ 32 2X+y =2
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) X-y =105
c
\/;+y=27

-]

y2 —-55y +624 =0 =

X =105 +y

J105+y =27 -y

y:

= 105+y =729 -54y +y® =

55 + 43025 - 2496

2 2

55J_r2:~’>:> y=39=x=144
y=16 => x =121

Actividad

12. Resuelve los sistemas no lineales:

*.2Y =256

a) {2 B
X-y=4

logx -

2Y =14

X+y =22
logy =1

X=2y+1

)

d) logx =
logx -

—-h

) VX+Y -
N {Iog(x y)=2

Iog—+1

logy =

oy -2

logx = 6 +logy?

Definicidon:

|
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| 2% _
| C){
| X+y=5
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

INECUACIONES

Una inecuacién es una desigualdad entre dos expresiones

algebraicas en la que intervienen incégnitas. Pueden aparecer los signos <, >, >, <.

Dos inecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones.

Se cumple que:

a) Si a los dos miembros de la inecuacidon se les suma o resta un
mismo ndmero, se obtiene una inecuacién equivalente.
b) Si se multiplican o dividen ambos miembros por un nidmero positivo,
se obtiene una ecuaciéon equivalente.

c) Si se multiplican o dividen ambos miembros por un nimero negativo,
resulta otra inecuacién con el signo de desigualdad contrario, pero
equivalente a la dada.
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14. Inecuaciones con una incégnita
Ejemplo:
5—3x26—x:>5—3x+x26:>#26:>—3x212:>xs—4
Las soluciones son: x e (- «,~4] o .
-4
15. Sistemas de inecuaciones lineales con una incégnita
Ejemplo:
3X+8<x+14 % < 6 X <3
ax = N = x e (-2,3]
2x>?—1 4X > 3X -2 X > -2
IS - SN
16. INECUACIONES CON DOS INCOGNITAS
Ejemplo:

2x-y <4

Dibujamos la recta 2x — y = 4. Los puntos de corte son (O, - 4) y (2, 0).
En los puntos de esta recta, se cumple que 2x-y es igual a 4. En los demas
puntos, 2x-y sera distinto de 4, es decir, mayor o menor. Cada semiplano
corresponde a uno de los dos signos. La soluciéon corresponde a uno de los
semiplanos. Se elige un punto cualquiera de uno de ellos (0O, 0) y se
sustituye en la inecuacién. Si la satisface, su semiplano sera la solucion, si

no, lo sera el otro.

NG
\I

v
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Actividad
13. Resuelve los sistemas de inecuaciones con dos incognitas:

I

I

I

|

: 3x+2<22 -5y
: a) {Xx<4-2y

: x>0

: X+y<8

: b) 3x +5y <20
: X+y>0
:

I

I

I

I

|

I

I

I

I

I

I

5y -10 < 2x

x>0
3—2x<3y—1
4 3

3x+3>y;r1+3

C) <4x -
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1. Resuelve las ecuaciones de 2° grado:

EJERCICIOS

a) 5x* +6x-8=0

b) 2x(x +3)=3(x - 1)
c) (2x =3 )2 = 8x
d)2x(x+3)=3(x-1)

2. Resuelve las ecuaciones radicales:

3. Resuelve las ecuaciones bicuadradas:

a) 1++/x =415

b) V1I-x ++/x =2

c) X —/x =2

d) Vx+5+4x =5

e) x-v25-x? =1

f) V2x-1+Jx+4 =6
g) V7+2x —43+x =1
h) v1-x =+2

i) —3+\/_:9—x

B VJoa-x-11-x

K) X +2 +42x+2 =1
)] X +3+42x+4 =1
M) Vv2x +1 ++/3x+4 =1

a) x*-26x>+25=0
b) 4x* +11x* -3=0
c) 4x* -9x* -9=0
d) 6x* -27x* +12=0
e) 5x* +6x°-8=0
) 4x* -17x*+4=0

4. Descomponer en factores:

a) x*-4x?+x+6=0

b) x> -7x-6=0

c) x*-2x* -x-2=0

d) x*-3x+2=0

e) 2x* -5x® +5x-2=0

5. Resuelve las ecuaciones exponenciales:

a) 6-7¥" =294

b) 5% =125
c) 64 =2%"
d) 32X+l =11
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e) 53X+8 — 74)(
f) 9.31-243
g) 5X27X720 =1

9X72 s
h) 3x+l = 3
i) 82" =64
i) =81
k) 2°=2
) 2% =64

m) 3% + 3" +3%?% =13

6. Resuelve las ecuaciones logaritmicas:

7. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) logx +1log30 =4

b) log,(x+3) =4

c) 2logx -log(x-16) =2

log2 + log(11 - x?)
log(6 — x)

e) logx—1log5 =6

d) -2

f) log(x+5)=log (x*—1

2% .2% =32
a) 23X
2%
3.5 +2. GY+1 807
15.5¢1 = 339

=16

logx +logy =1

8. Antonio mezcla café de clase A a 950 pts el kilo con café de clase B a 1400 pts
el kilo y obtiene 9 kilos de mezcla. El kilo de café mezclado cuesta 1150 pts. ¢

Cuantos kilos de café de cada clase ha mezclado?

9. En la bolsa A y en la bolsa B hay un total de 80 bolas. Si pasamos 10 bolas da
la bolsa B a la bolsa A, el nUmero de bolas de la bolsa A es 3 veces el nimero

de bolas de la bolsa B. ;Cuantas bolas hay en cada bolsa?

10.En un avién van 192 personas entre hombres y mujeres. El nimero de mujeres
es 3/5 del nimero de hombres. ;Cuantos hombres y mujeres van en el avion?

11.La suma de dos numeros es igual a 54. La quinta parte del mayor es igual a la

cuarta parte del menor. ;Cuales son esos numeros?

42



Coleqio Vizcaya 1° Bachiller

12. Un padre tiene el triple de la edad que su hija. Si el padre tuviera 30 afios
menos Y la hija tuviera 8 afios mas, los dos tendrian la misma edad. ;Cual es la
edad de la hija y cuél la del padre?

13. La superficie de un triangulo equilatero es de 50m?. Calcula el lado.

14. En una clase hay 45 alumnos entre chicos y chicas. Practican natacion el 32%
de los chicos y el 60% de las chicas. Si el nimero total de alumnos que
practican natacion es igual a 20, ¢cuantos chicos y cuantas chicas hay en la
clase?

15. La base de un rectangulo es 4/3 de su altura y su perimetro es igual a 28cm.
¢Cudl es el area del rectangulo?

16. En un camping hay 120 vehiculos entre coches y motos. Si se van 40 coches, el
ndmero de coches y el niUmero de motos es igual. ¢Cuantos coches y motos hay
en el camping?

17. Un inversor, que tiene 28.000€, coloca parte de su capital en un banco al 8% y
el resto en otro banco al 6%. Si la primera parte le produce anualmente 200€
mas que la segunda, ¢cuanto coloco en cada banco?

18. Un pais compra 540.000 barriles de petrdleo a tres suministradores distintos
que lo venden a 28, 27 y 31 ddlares el barril, respectivamente. La factura total
asciende a 16 millones de ddélares. Si del primer suministrador recibe el 30% del
total del petréleo comprado, ¢qué cantidad ha comprado a cada suministrador?

19. Un granjero espera obtener 36€ por la venta de huevos. En el camino al
mercado se le rompen cuatro docenas. Para obtener el mismo beneficio,
aumenta en 0’45€ el precio de la docena. (Cuantas docenas tenia al principio?

20. Pepe y Olga hacen un trabajo en tres horas. Si Pepe lo hiciera solo, tardaria 4
horas. {Cuanto tiempo tardaria Olga en hacerlo sola?
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CUESTIONES

1. ¢;Qué condicion ha de cumplir una ecuacién de 2° grado para que una de sus
raices sea 0? Pon un ejemplo.

2. ¢Tiene soluciones reales una ecuacion de 2° grado cuyos coeficientes sean
todos iguales? Pon un ejemplo.

3. Un alumno dice que toda ecuacién de 2° grado cuyo término independiente
es negativo tiene raices reales. ¢es cierto?

4. Si dos numeros son iguales, sus cuadrados también lo son, ¢es cierto el
reciproco?

5. Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, ¢(puede tener
exactamente dos soluciones? Pon un ejemplo.

6. Determina para qué valores de b la ecuacion x?> —bx + 9 = 0 tiene:
a) Una solucion.
b) Dos soluciones.

7. ¢Qué valor ha de tomar k para que la ecuacion x* -6x +k =0 tenga una
solucion?

8. Escribe una ecuacién que tenga por soluciones x, =3 y x, =—-2.

9. ¢(Para qué valores de k tiene solucion la ecuacion x* +k =0?
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UNIDAD DIDACTICA 3

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Y RESOLUCION DE TRIANGULOS

1° BACHILLER
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OBJETIVOS DIDACTICOS

1. Identificar y calcular las razones trigonométricas de angulos a partir de las
relaciones existentes entre ellos y de las razones conocidas de otros angulos.

2. Utilizar correctamente las razones trigonométricas de la suma y diferencia de
angulos, asi como las del angulo doble y el angulo mitad.

3. Resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones trigonomeétricas.

4.- Plantear y resolver problemas a partir de la trigonometria.

5.- Determinar todos los elementos de un triangulo conocidos algunos de ellos.
6.- Utilizar correctamente el teorema de los senos y el teorema del coseno.

7.- Resolver problemas relacionados con tridangulos.

CONCEPTOS

1. Definicion de las R.T., signos y relaciones entre ellas.
2. Razones trigonométricas de los angulos de 3090, 45° y 600,

3. Reduccién de las R.T. de cualquier angulo a las de angulos entre
00y 450,

4. Razones trigonométricas de la suma y resta de angulos.
5. Razones trigonométricas del angulo doble y mitad.

6. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones trigonométricas
7. Teorema del coseno: enunciado y demostracion.

8. Teorema de los senos: enunciado y demostracion.

9. Resolucion de tridangulos. Aplicaciones a problemas.
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RAZONES TRIGONOMETRICAS Y
RESOLUCION DE TRIANGULOS

1.- INTRODUCCION

Definicion: Se llama angulo a la parte del plano limitada por 2
semirrectas del mismo origen.

Puede ser medido en grados
sexagesimales o en radianes.
(03

Se dice que un angulo tiene sentido positivo si su recorrido es contrario al de

las agujas del reloj.

a >0 positivo
o

Se dice que un angulo tiene sentido negativo si su recorrido coincide con el

de las agujas del reloj.

/ B <0 negativo
B

Los angulos pueden medirse en los dos sentidos de forma que: 300° = -60°
900 = - 2700.

Una circunferencia tiene 360° 6 27 radianes dado que:

Definicion: Se llama radian al angulo central de una circunferencia que
abarca un arco igual al radio.

Por ser 2z r el perimetro de la
lradr circunferencia y ocupar un tramo de
tamafo r cada radian, habra en total

KJ 2 7 radianes.

El paso de una a otra medida se realiza a través de una sencilla regla de
0 mejor, T rad. —» 180°

tres: 21 rad. - 360°,
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360° |270° |180° |90° 60° 45° 30° 0°
21 3n/2 T /2 /3 /4 /6 0

Actividad
1.- Expresa en radianes los siguientes angulos:

300 720 90° 2000

.........................................................................................................................

Observa estos triangulos:

—

...................

Es evidente que los angulos son iguales. ¢(Cémo son sus lados? ¢Existe

:alguna relacion entre ellos? Obsérvala en este dibujo.

ka

{Cuantas proporciones posibles pueden establecerse entre los 3 lados de un

i triangulo? Cada una de ellas tiene un nombre.

.........................................................................................................................

2.- RAZONES TRIGONOMETRICAS

SENO DE o , se escribe sena= cateto opuesto

hipotenusa
COSENO DE a , COS 0 = catgto contiguo
hipotenusa
TANGENTE DE a , tgo = cateto opuesto _ sena

cateto contiguo cosa

48
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...........................................................................................................................................
.

: ** Demuestra esta ultima igualdad>*

.
...........................................................................................................................................

Y sus inversas:

COSECANTE DE a, cosecq=—Tpotenusa 1
cateto opuesto sena
SECANTE DE o, secq=_potenusa 1
cateto contiguo cosa

COTANGENTE DE a, cotgq = Sateto contiguo _ 1
cateto opuesto  tga

Estas proporciones permanecen invariables en cualquier triangulo rectangulo
en el que el angulo o esté incluido.
¢Por qué no elegir el mas “cémodo”?

Efectivamente, si elegimos el de hipotenusa igual a 1, las razones

trigonométricas quedan mas “visibles” ya que:

1 a = sena senao =

COosa =

RO o

o
b = cosa

A partir de ahora, incluiremos los angulos en una circunferencia de radio 1
llamada circunferencia goniométrica o unidad.

Consideramos los ejes de coordenadas y una circunferencia de centro O y
radio 1 (circunferencia goniométrica). Trazamos una semirrecta que forme un
angulo o con el semieje positivo de abscisas. Esta semirrecta corta a la

circunferencia en un punto P de coordenadas (X,y)

1

P(x,y)

Aplicando la definicion, las razones trigonométricas quedarian expresadas:
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y 1 1
sena ===y coseco =—=——
1 y sen
X 1
cosa =—=X seca = — =
1 X COoSa
sena 1 cos a
tga= YL = cotga = = = — =
X CcoSa tga sena

Tanto el seno como el coseno tomaran valores comprendidos entre -1 y 1
ambos incluidos (el cateto es siempre menor que la hipotenusa). La cosecantey la
secante, por ser inversas, tomaran valores menores o iguales que -1 y mayores o
iguales que 1.

La tangente y cotangente pueden tomar cualquier valor (el seno puede ser menor,
igual o mayor que el coseno).

Actividades

2.- Calcula los catetos del tridangulo sabiendo que sena = 0'6

20 c

(.

¢Cuanto valen las restantes razones trigonométricas del angulo o ?

3.- Jorge juega con una cometa en la playa. El hilo de la cometa mide 5 m. Si
Jorge mide de alto 1’60 m. éa qué altura esta la cometa cuando su hilo
forma con la horizontal un angulo de 30°?

3.- SIGNOS DE LAS R.T.

Vienen determinados por las coordenadas (Xx,y) del punto P, es decir, por el
cuadrante donde se encuentre el dngulo «

900 | =n/2
20 ler
cuadrante | cuadrante
1800 =nx oo
3¢ 40 3600 = 2n

cuadrante | cuadrante

2700 | = 3n/2
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+ |+ - |+ - | +
seno coseno tangente
cosecante secante cotangente

Logicamente, coseco, seco Yy cotgo mantienen el mismo signo que su
correspondiente inversa.

4.- RELACIONES ENTRE LAS R.T.

Sabemos que aplicando el teorema de Pitagoras obtenemos:

1 sen’q + cos?a =1
seno

Férmula fundamental

Cosa

2 2
sen“o  CoS“ a 1
+ = 5 de donde se

Si dividimos entre cos?a : > 5
cos?a cos’a cos?a

deduce que tgzoc+ 1 = sec?a

2 2
C o sen“a  COS“ a 1
Por otra parte, si dividimos entre sen?a : + =

sen’a.  sena  sen‘a

Obtenemos | 1 + cotg?a = cosec?a

Estas formulas permiten conocer todas las R. T. de un angulo partiendo sélo
de una de ellas. Siempre habra que elegir un signo teniendo en cuenta el

cuadrante donde se encuentre o. Si el cuadrante no es conocido habra dos
posibilidades y se mantendran los dos signos.

(*) En cuanto a notacién, es lo mismo sen3a que (sena)? vy significa que es el
seno del angulo el que esta elevado al cubo.

Sin embargo, sena® indica que es el dngulo o el que estd elevado al cubo y no su
seno.
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Ejemplo:
. 4 . .
Si tga = T y el angulo esta en el tercer cuadrante, calcular el resto de las
razones trigonométricas.
Al estar en el tercer cuadrante:
o0 Razones positivas: tangente y cotangente
o Razones negativas: seno, cosecante, coseno y secante
o Como conocemos el valor de la tangente, hallaremos primero
Su inversa:
5
cotga = =
4
Utilizamos la relacidon fundamental para hallar el coseno:
2
4 16 41
l1+tg’a=sec’a=1+|—-| =sec’a=>1+==-=sec’a = sec’ o = — =
5 25 25
41 Va1 . .
= seca ==+ 25 = + N como el angulo esta en el tercer cuadrante,
sabemos que debe ser negativa. Se tiene entonces:
V41
seCa=- ——
5
Calculamos la razén inversa para conocer el coseno:
5 5v41
coso=— —=—-—"——
V41 41
Calculamos el seno:
sena 4 [-5y41 441
tga = = sena = tga - COSa = sena = — - =-
Cos a 5 41 41
Calculamos la inversa del seno:
V41
coseca = — ——
4
r __________________________________________________ A

Actividad

4.- Halla las restantes razones trigonométricas del angulo a en cada uno de los
siguientes casos:

a) sena = -% y a< 270°

b) cosa=% y tga <0
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5.- RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ALGUNOS ANGULOS

51 a=30°

Duplicando el triangulo

300

obtenemos un nuevo triangulo equilatero por tener los tres angulos iguales

1/2

1/2

Por tanto sen30° = %, y aplicando la férmula fundamental: cos”30° + % =1
= cos’300 = % —  C0s300 = +£
09
52 o =60° .
y
Como sen30°0 = X = cos60° -1 /cos30° = y = sen60° =ﬁ
1 2 2 600

53 a=45°

Por ser un triangulo isésceles se cumple: 2

x’+x’=1 = 2x’=1 = x2=% =
= X=+ l=i:£ luego: sen45°:cos45°:£
2 2 2 2

Podemos completar entonces la siguiente tabla:

53



Colegio Vizcaya 1° Bachiller

sena | cosa |tga
0o 0

1 0
300 | Y2 1372 [ V313
45° | V272|272 1
60° [ 32| 12 | f3
1

(O8]

90° 0 o0
180° | O -1 0
2700 | -1 0 o0

6.- REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE

Observaremos ahora que se pueden calcular las razones trigonométricas de
cualquier angulo conociendo Unicamente las razones de los angulos del primer
cuadrante. Es mas, incluso basta con conocer las razones de los &ngulos
comprendidos entre 0° y 4509,

6.1 ANGULOS DEL 2° CUADRANTE (dngulos suplementarios: suman 180°)

Observa en el dibujo que P y P’ son
simétricos, es decir:

§ sen(180°- a) = sen(n - a ) = sena
80°0-0 o

cos(m—a) = -cosa
tg(r-a) =-tga
Ejemplo: senl160° = sen20° €c0s1009 = - cos80°

(Haz un dibujo de la circunferencia para comprobar los ejemplos)

6.2 ANGULOS DEL 3° CUADRANTE (&ngulos que difierenen n:a_y n+a)

Se compara cada angulo del tercer
cuadrante con el angulo del prime-
ro correspondiente a lo que excede
de 180° (=) de forma que:

Tetd oy mn+o tienen seno y coseno
1800+ opuestos y la misma tangente.
sen (n+a) = -sena
cos (m+a) =-cosa

tg(n+a)= tga

Ejemplo: sen230° = - sen 500 c0s190° = - cos10°

(Compruébalo de nuevo)
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6.3 ANGULOS DEL 42 CUADRANTE (&ngulos opuestos o vy -o )

Se compara cada angulo del 4° cua-
drante con su opuesto de forma que:
sen( -a. ) = - sena
o
- cos( -a. ) = cosa
tg( -a ) = - tga
Ejemplo: tg3000° = tg (-60°) = - tg60° = -3

€c0s340° = cos(-209) = cos20°

6.4 REDUCCION A ANGULOS COMPRENDIDOS ENTRE 0Q° vy 45°

T
Se observa que sen (E—aj =a= cosa

T
cos|——-oa| =b = sena
o /90 2

tg [g - ocj = cotga

Los angulos que suman 90° se llaman
complementarios.

(Es por eso que sen30° = cos60° = €cos30° = sen600° = y el seno y

¥3
2

N|+~

coseno de 459 son iguales)

Por tanto, para hallar las R. T. de cualquier dngulo a través de las de uno del
primer cuadrante, son necesarios dos requisitos:

1.- Comprobar cual es el angulo que le corresponde y
2.- Asignar el signo del cuadrante correspondiente.

Ejemplo: cos210° (excede 30° de 180°, luego su coseno sera el
mismo pero con signo - por ser del tercer cuadrante)

€c0s2109 = -cos30°

Queda visto, por tanto, que todo angulo puede ser reducido a uno de la
primera mitad del primer cuadrante.
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6.5 ANGULOS MAYORES QUE 360°

Siempre pueden ser reducidos a uno comprendido entre 0° y 360°. Para ello
dividimos el angulo entre 360° para conocer el niumero de vueltas completas
(cociente) y nos quedamos con el resto, que sera el angulo equivalente cuyas R.T.
coincidiran con las del angulo dado.

e No debemos olvidar que no se pueden simplificar ceros en estas divisiones por
tratarse de un sistema sexagesimal.

Ejemplo: el angulo 1180° serd equivalente al de 100° ya que: 1180° : 360°
tiene cociente 3 y resto 1009, lo que significa que ocupa 3 vueltas completas de
la circunferencia y ocupa 100° de la cuarta.

Actividades

5.- Halla las razones trigonométricas de los angulos 559, 1259, 1459,
2150, 2350, 305°y 3259, a partirde las R.T. de 359°.

Datos sen359= Q0’57 cos350 = 0’82 tg35° = 0’7

6.- Expresa como un angulo del primer cuadrante :

a) senl50° d) cos1359 g) tg2109°
b) cos225° e) sen315° h) tg120°
c) tg3400° ) cos200° i) sen2900°

a) sena c) cos(180° + a) e) sen (180°-a)
b) tg( 90°- a) d) cosa ) tg(360°-a)

8.- Calcula los angulos a) cuyo coseno es igual al cos117°
b) cuya tangente es igual a tg41°

9.- Halla, sin usar calculadora:

senl12150  tg(-609) sec% sec44400° cos(-225°9) senl1l87500°

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| 2
l?.—Si tga== vy 0< a <90° halla:
| 3
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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7.- RAZONES DE LA SUMA Y RESTA DE ANGULOS

Dados dos angulos cualesquiera a y b pretendemos conocer, a partir de
sus R. T., las de los angulos a+b y a-b.

7.1 SENO DE LA SUMA

Vamos a demostrar que sen(a+b) no es lo mismo que sena + senb, es
decir, el seno de la suma no es la suma de los senos. Si lo fuera, entonces sen90°

= sen(459+459) = %+g = \/5, lo cual no solo es falso (sen90° = 1) sino que

ademads es imposible por ser mayor que 1.

Lo que si es rigurosamente cierto y demostrable es:

sen(a+b) = sena:-cosb + cosa-senb

Demostracidn: Observa en el dibujo los angulos a, b y a+b.
C D
1
B
Tb
=
0] E A

En el tridngulo OEC se cumple: sen(a+b) = EC = AB+BD

(Si demostramos que AB = sena-cosb y que BD = cosa-senb, habremos
demostrado la formula).

Observa que en el tridangulo OBC se cumple: senb = BC y cosb = OB .

Por otra parte, en el tridngulo OAB podemos observar que sena = % Y,
utilizando la igualdad anterior, podemos cambiar O_B por cosb. Quedaria
entonces: sena = i: AB de donde, multiplicando en cruz, obtenemos

OB cosb

E = sena-cosb

Fijate ahora en el tridngulo BCD y comprueba que el angulo correspondiente
al vértice B es, también, el angulo a.

Podemos deducir que cosa = 2 = BD

BC senb
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Multiplicando de nuevo en cruz obtenemos: BD = cosa-senb

Por tanto, sen(a+b) = AB +BD = sena-cosb + cosa-senb c.qg.d.

Ejemplo: sen75° = sen(309+459°) = sen30°:c0s45° + cos30°:-sen450 =

192 B2 _ V2446

22 2 2 4

7.2 SENO DE LA RESTA

Se demuestra que sen(a - b) = sena-cosb — cosa-senb

Para comprobarlo, tendremos en cuenta que la resta es la suma con el opuesto y
utilizaremos la férmula anterior ya demostrada.

sen(a - b) = sen(a + (-b)) = sena-cos(-b) + cosa-sen(-b)

Sabemos que, por reduccion al primer cuadrante, sen(-b) = -senb vy cos(-b) =

cosb.
Por tanto,
sen(a — b) = sena-cosb + cosa:(-senb) = sena-cosb — cosa-senb A

NI

sen (909 - 30°) = sen909°-c0s30° - cos900-sen30° =

e 3
2

c.q.d.

Ejemplo: sen 60°

=1.¥3 .o 1
2 2

7.3 COSENO DE LA SUMA

Se cumple que: |[cos(a+b) = cosa-cosb — sena-senb

Demostracion:

Trataremos de utilizar las férmulas anteriores para realizar esta
demostracién. Tendremos en cuenta que el coseno de un angulo coincide con el
seno de su complementario.

cos(a+b) = sen(g—(aer)] = sen((g—a)—bj = sen(g—a)j-cosb -

T
cos(——a} :senb = cosa-cosb - sena-senb c.q.d.
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Ejemplo: Halla c0s120° como suma de 90°+30° y comprueba que la
solucion es correcta utilizando reduccién al primer cuadrante.

7.4 COSENO DE LA RESTA

Se cumple que: cos(a-b) = cosa-cosb + sena-senb

Demostracion:

Se basa en la misma estrategia anterior de entender la resta como
suma con el opuesto y recordar que, por reduccion al primer cuadrante,
sen(-b) = -senby  cos(-b) = cosb.

cos(a-b) = cos( a+(-b)) = cosa-cos(-b) - sena-sen(-b) =
= cosa-cosb - sena(-senb) = cosa-cosb + sena-senb

c.q.d.
7.5 TANGENTE DE LA SUMA
tga+ tgb
Se cumple que: tg(a+b) = ————
ple q g( ) 1-tgatgb
Demostracién:
Sabemos que: tg(a+b) = sen(a+b) _ senacosb + cosasenb y dividiendo
cos(a +b) cos acosb - senasenb
numerador y denominador entre cosa-cosb obtenemos:
senacosb . cos asenb sena senb
tg(a+b) = Cosacosb cosacosb cosa cosb _ tga+tgb
cosacosb senasenb 1_ sena senb 1 - tgatgb
cosacosb cosacosb cosa cosb
c.g.d.
BB 2B 2
Ejemplo:  tg60° = tg(300+300) = -5 3 - 3 - _3 _ 243 _ 3
3 3 3 3
7.6 TANGENTE DE LA RESTA
tga - tgb
Se cumple que: tg(a-b)y=—""—
ple d 9( ) 1+ tga-tgb
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Demostracion:

Prueba a intentarla tu, siguiendo los mismos pasos que en la demostracion
anterior.

Actividades

10.- Sisen 120 = 0’2 y sen 37° = 0’6, halla las restantes razones
trigonométricas de 49° y 250

11.- Si cos 40° = 0’766 calcula:

a) sen5o° b) cos50° c) tg 10°

12. Sabiendo que sen6° = 0’1045 y que co0s37° = 0’7986, calcula:

a) cos31°9 b) cos84° c)sen530 d)tgd3° e) senl1740°

13. Sabiendo que tga = y que tgb = —; , halla tg(a+b) y cotg(a-b)

Wl

8.- RAZONES DEL ANGULO DOBLE Y MITAD

Pretendemos calcular las R.T. de los angulos 2a vy g a partir de las R.T.

del angulo a.

Sen2a = sen (a+a)=

............................................................................................................................................

...........................................................................................................................................

: Actividad

:14.— Sisen a =

N w

[

|

, [

y o estaen el 2° cuadrante, calcula sen 2o y cos 2a. |
|

[

[
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Por otra parte, sabemos que : cos’A + sen?A = 1

cos’A -sen?A = cos2A

1) Sumando ambas ecuaciones : 2 cos’A = 1 + cos2A

de donde se deduce que cos’A = % = COSA = iJ#

Aunque sabemos que el angulo A es la mitad de 2A, el cambio de variable

. . a
2A=a nos ayudara a “verlo” mejor, ya que, en ese caso, A = >

La férmula queda entonces de la siguiente forma:

/1+cosa
cos— = + |[————
2 2

2) Sirestamos ahora las dos ecuaciones anteriores obtenemos:

2sen’A =1-cos2A = senzA=# = senA=i1/%

y, realizando el mismo cambio de variable anterior , se deduce:

a 1l-cosa
sen— = J_rwf—
2 2

De ambas formulas concluimos:

@

a 1-cosa
tg? = seny _ /1 cosa
2 cosE f1+cosa 1+cosa
2 +

(o] [o] 1/
Ejemplo: sen45° = senﬂ = ,/1 cos 90 = i = 72
2

**Elegimos signo + porque 45° estd en el primer cuadrante. En cada

angulo, habra que elegir el signo que le corresponda segun el cuadrante en el que
se encuentre.

** Recuerda que si conoces que el angulo a esta, por ejemplo, en el tercer

cuadrante (entre 1800 y 2709), entonces ; estara entre 90° y 1359, y tendras

que elegir para % los signos del segundo cuadrante.
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Actividades

15.- Sabiendo que cos 78° = 0’2 , halla las R.T. de 390

16.- Sabiendo que senx =g y que g < X < @, calcula
T T
a) sen 2x c) cos (x - 5) e) sen [x+g)

X X T

b) tg — d) cos — )t —

) tg > ) 5 ) tg (X+ 4)

17. Calcula las R.T. de % sabiendo que o esta en el tercer cuadrante y que

seca = -2.

9.- ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Se trata de resolver ecuaciones en las que aparecen razones trigonométricas
y en las que las incognitas a despejar, son angulos.

Consideramos suficiente dar las soluciones de la primera vuelta, entre 0° y
3600,

Es necesario comprobar todas las soluciones obtenidas, pues pueden
aparecer soluciones falsas.

Ejemplo: sen2x - cosx = 6 sen>x
2 Senx-cosx:Cosx = 6sen3x = 2 senx-cos’x =6senx =
— 2senx (1-sen’x) =6sen3x = 2senx-2senx =6sen3x =

= 2senx = 8sen3x = senx=4sen3x = senx (1-4sen’x) =0
A
(**)
entonces, o bien senx = 0 de donde obtenemos x = 0°, 180°
o bien 1-4sen’x =0 = sen’x = % = senx = J_r% luego

x = 309, 150°, 210°,330°

Observa que hemos obtenido 6 soluciones. Compruébalas.

(**) Si en algun paso simplificas senx o alguna otra razén, estaras perdiendo las
soluciones correspondientes a senx = 0, puesto que simplificar es dividir, y no se
puede dividir entre 0. Por ello es aconsejable, en vez de simplificar, pasar todo a
un miembro y sacar factor comun.
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r
| Actividad

18.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

b) 2sen’x + 3cosx = 3

|
|
|
|
|
|
a) 2cos®x + cosx-1=0 :
|
|
c) 4cos2x + 3cosx = 1 :

|

|

|

|

d) \/Ecosg -cosx =1
L -
senx _ >
Ejemplo: Resuelve el sistema seny
T
X - _ —
y=3

.7 . T . . .
De la segunda ecuacion despejamos: x =y + 3 y sustituimos en la primera.

sen[y + nj
_ v 3

s T s
=2 = sen|y+—| =2seny = seny:-:cos— + cosy-sen— = 2seny —
seny 3 3 3

V3

= seny-% + cosy-7 = 2seny = seny + \/§cosy = 4seny = \/§cosy = 3seny
— 3cos’y=9sen’y = 3(1-sen’y)=9sen’y = 3-3sen’y=9sen’y

= 3=12sen’y = sen’y = =

1
4

/ Si seny = % — y = 3009, 1500

1
seny = +—
= y >
Si seny = - % — y = 2109, 330°
Como X=y+ g , las soluciones son:
1) x = 90° 2) x = 210° 3) x = 270° 4) x = 3900=30°
y = 30° y = 1500 y = 210° y = 330°

IComprueba que so6lo son validas las soluciones 1) y 3).
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Actividad

19.- Resuelve los siguientes sistemas:

— o
x+y =120 sen’x + cos’y =1
a) 1 b) 2 2
senx—seny=§ cos“ x —sen‘y =1
senx
=2 2 =1-
) {seny D o 1 com
X —y =600° - Y

RESOLUCION DE TRIANGULOS

Trataremos de conocer los 6 elementos de un tridngulo a partir de 3 de ellos
Unicamente. Para ello, introducimos el teorema del coseno y el teorema de los
senos.

10. TEOREMA DEL COSENO

En cualquier tridngulo se verifica

aZ=b%+ c2- 2bc cosA
b%2=a?+ c?- 2ac cosB
c?=b%+ a%- 2ab cosC

siendo a,b,c los lados y A,B,C los angulos opuestos respectivos.

Demostracion:

Trazamos una altura h del tridngulo. Se cumple entonces, por el
teorema de Pitagoras que:

al=h?+(b-x)?
c2=h 2+ x2

I
Q
N
1
~
o
1
X
~
N

= Cc° - X luego es cierto que:

aZ -(b2-2bx+x2)=c?-x? = a’-b2+2bx-x2=c?-x* =
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= a2 =b? +c? -2bx y observando el dibujo, deducimos que cosA = %

o, lo que es lo mismo, X = c-CosA. Sustituyendo en la expresion anterior
obtenemos:
a? =b? + c? - 2bc cosA c.q.d.

Las otras ecuaciones se obtienen igualmente trazando las otras dos alturas
del tridngulo.

¢Qué ocurre en el caso particular de los triangulos rectangulos?

Aplicando el teorema resultaria a® = b2 + c2 - 2bc cos90°,
0

es decir, aZ =b? + c?, con lo que estariamos ante el

Teorema de Pitégoras.

Queda visto entonces que el Teorema del Coseno es una generalizacién a
cualquier triangulo del Teorema de Pitagoras.

11. TEOREMA DE LOS SENOS

En todo tridngulo se cumple que los lados son proporcionales a los senos de
a b c

senA senB senC

sus angulos opuestos, es decir,

Demostracion: Distinguiremos tres casos:

1) TRIANGULOS ACUTANGULOS (3 angulos agudos)

Consideramos la altura h del tridngulo,
que lo divide en dos triangulos rectan-
gulos. En cada uno de ellos se cumple:

senA = h
c

a _ c
senA senC

(1)

= Cc senA = a: senC =

I
U
>

Il
o
»
®
>
@]

senC = h
a

Por otra parte, si consideramos otra altura h’ obtenemos:
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h'’ = c- senB

senB=— =
C

= c-senB =b-senC = b ___¢ (2)
senB senC

senC = % = h’=Db-senC

A partir de las igualdades (1) y (2) obtenemos:

a b C
= = c.q.d.
senA senB senC

2) TRIANGULOS OBTUSANGULOS (un &ngulo obtuso)

Consideramos la altura h del tridngulo,
gue lo divide en dos tridngulos rectan-
gulos. En cada uno de ellos se cumple:

senB =

= h = c-senB

= c-senB =b-senC = b __¢ (1)
senB senC

senC=E = h = b-senC

Si consideramos ahora la altura h’ se verifica:

senC = % = h'= a-senC

= C- senA = a- senC
1

-
sen(n—-A) = Ll = h'= c-senA = a _ ¢ (2)
C T senA senC
sen( -A) = senA
De nuevo teniendo en cuenta (1) y (2) se cumple:
a__ b -_C c.qg.d.
senA senB senC
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3) TRIANGULOS RECTANGULOS

Segun la definicidon de seno:

b b
senB=—- = a=
a senB
_ b
senB senC
C C
senC= - = a=
a senC

como A =90° y sen90° = 1 podemos dividir se% sin que varie la

expresion. Luego también se cumple:

a b ¢
senA senB senC

c.q.d.

10.-_ RESOLUCION DE TRIANGULOS

Un tridngulo queda determinado si se conocen tres de sus seis
elementos ( salvo en el caso de que los datos conocidos sean los tres angulos, dado
que en realidad serian dos datos, pues el tercer angulo se deduce de los otros dos).

Podemos distinguir 4 casos:

12.1 CONOCIDOS DOS ANGULOS Y UN LADO

Ejemplo: A = 489° B = 64° c=10cm.

Necesitamos conocer el angulo C vy los lados a vy b.

C > C=180°- (A + B)= 1800 - 1120 = 680

a (o a 10 10-sen48° ,
= . = = a=—"—"—"" ~ ~801cm.
senA senC sen48% sen68° sen68°
. (o]
b > b — c = b = m ~ 9'69cm.
senB senC sen68°

Puedes observar que hemos utilizado el teorema de los senos.
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12.2 CONOCIDOS DOS LADOS Y EL ANGULO COMPRENDIDO

Ejemplo: b=9cm. c=7cm. A =440

Necesitamos conocer el lado a y los angulos By C.

a—> a’=b%+c?-2bccosA = 81 + 49 - 2:63-cos44° = 3937
luego a = ++/39'37 =~ 6'27cm (por el teorema del coseno)

! . (o]
a b 6'27 _ 9 ~ senB = 9-sen44 — 0'9964

B - = =
senA senB sen44% senB 627

= B ~ 8509 10’
(si desconoces cdmo hacer esta operacién con la calculadora, consultalo)

C > C=180°-(A+B) =~ 50° 50

12.3 CONOCIDOS DOS LADOS Y EL ANGULO NO COMPRENDIDO

Ejemplo: a=12cm. b=15cm. A = 48°

Necesitamos conocer el lado ¢ y los angulos By C.

. (o]
B —2 - P enp= 15°58M48° 19589 . B~ 680 16
senA senB 12
C > C=180°-( A+B) ~ 630 44’
. (o] '
cC > a = ¢ = C= 12-sen63° 44 ~ 14’48 cm.
senA senC sen48°
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12.4 CONOCIDOS TRES LADOS

Ejemplo: a=10cm. b=8cm. c=7cm.

Quedan por conocer los tres dngulos del tridngulo.

A > a’=b’+c’-2bccosA = 100 = 64 + 49 - 2-8:7-cosA =
64 + 49 -100

COsA= —~ ~""" =0116 = A ~ 830 20’
2:-8-7
. (o] '
B, 3 _ Db g 8583200 o4 = B < 520 37
senA senB 10

C > C=1800-(A+B) ~ 440 3’

Actividades

20.- Dos individuos A y B observan un globo situado en un plano vertical que
pasa por ellos. La distancia de A a B es de 4 km. Los angulos de observacion
del globo desde ambos individuos son 46° y 520 respectivamente. Hallar la
altura del globo y la distancia a cada observador.

21.- Desde un cierto lugar del suelo se ve el punto mas alto de una torre,
formando la visual un angulo de 30° con la horizontal. Si nos acercamos 75 m.
hacia el pie de la torre, ese angulo se hace de 60°. Calcula la altura de la torre.

22.- Calcula las longitudes de los lados de un paralelogramo cuyas diagonales
miden 20 cm. y 15 cm. respectivamente y forman un angulo de 420,

23.- Calcula los lados iguales y el drea de un triangulo isdsceles cuyo lado
desigual mide 24 cm. y el angulo opuesto a la base mide 40°.
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RAZONES TRIGONOMETRICAS. EJERCICIOS

1.- Expresa en grados sexagesimales los siguientes angulos:
2 rad. g rad. 3’5 rad.

2.- Sabiendo que sen 11° = 0’1908 y cos 35°= 0’8191 calcula:

a) sen 1811° c) tg 19910
b) cos 559 d) cotg 79°
3

3.- a) Dibuja un angulo que cumpla sen a =

b) Halla, con la calculadora, los angulos que cumplen:
1) sen o =0'728
2) cos f =-091

3) tga - 27

4.- Sitg(a+p)=4 vy tga =-2, halla tg 2B.

5.- Sabiendo que sen 69 = 0’1045, calcula las R.T. de

840 1740 5460  -6°

6.- Demuestra las siguientes igualdades:

a) cos(@+b)+cos(a-b) 1

sen(a+b)+sen(a-b) tga

b) 2tgx~c052§ - senx = tgx

2senx — sen2x tg? X
2senx + sen2x 2

7.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

b) tg2x + 2cosx = 0
c) 2cos?x - \/§cosx =0
d) cos2x - 3senx +1 =0

€) COSX-C0oS2X + 2cos’x = 0
f) 2senx = tg2x
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8.- Resuelve los siguientes sistemas:

sen?x + cos?y = cos(x +y) =
b)

sen(x —y) =

a)

cos? x — sen?y =

EN e
N N[

COSX - COosy =%

c)
tgx + tgy =2

9.- ¢Qué angulo forman las agujas de un reloj a la una y media?

10.- Representa graficamente las funciones y = senx, y = cosx, Yy = tgx
11.- Halla las razones trigonométricas del angulo « sabiendo que cotga = %
12.- Sabiendo que sen20°= 0’34 y c0s20° = 0’94, calcula el seno, coseno y

tangente de 70°, 110°, 160°, 200° y 340°

13.- Calcula las R.T. del angulo 2a sabiendo que seca =

ENINO, |

14.- Sitga=2 y tgb % , calcula tg(a+2b), cotg(2a +b) y cotg (a-b).

halla razonadamente:

(S

15.- Sabiendo que tgx

tg(g—x), tg (n - x), tg(§+x>, tg(n+x), tg(-x) y tg(%-x).

16.- Si sena =% y cosb = %, halla sen(a+b), cos(a-b), tg2a, cotg2b y

sen3a.

17.- Demuestra las igualdades:

cotga-cotgb -1 b) Cotg(450+A) = cotgA -1

a) cotg(a+b) = _—
) 9( ) cotga + cotgb cotgA +1
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18.- A partir de las R.T. de 309, 45° y 60° calcular:

senl59, sen150°, cotgl105°, cos165°, sec75°, cosecl1350°.

19.- Sabiendo que cosx = %32 y que cotgy = 274 siendo x un angulo del 2°

cuadrante e y un angulo del 1°" cuadrante, calcular sen(x+y) y cos(x-y).

20.- Resuelve las ecuaciones:

a) 1+ cosx +cos2x =0 d) cos2x = 1 + 4senx
b) cos2x =5 - 6cos” x e) 4sen§ + 2cosx = 3
2tgx

c) cosx = f) sen2x = -+/3 cosx

1+ tgzx
21.- Halla, sin usar calculadora, sen105°, cos67'5° y tg9159°.

22.- Las R.T. de un angulo a del 2° cuadrante son tales que sena = 3/4 . Calcula
las restantes R.T.

23.- Sabiendo que tga= 0’35 y a <% , halla sen2a, cos2a y tg2a

24.- Sean a y b dos angulos tales que tga = % y cosb = ; siendo a <§ y
g < b < =n. Calcula:
a) sen2a b) sen2b c) sen(a+b) d) cos(a-b) e) cos2a
f) cos2b g) cos(a+2b) h) tg(a-b) i) tg2a j) cotg (a+b)

- . X
25.- Resuelve las siguientes ecuaciones: a) 6cos? > +cosx-1=0

b) 2senx + 2cosx = J2

c) 2sen(x-300)= -1

senx —seny =1 Senx-cosy =

26.- Resuelve los sistemas: a) b)
2X + 2y =T

cos x-seny =

N NI®
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27.- Demuestra las identidades:  a) sen2x = 2t_gx2
1+tg°x
b) senb-cos(a-b) + cosb-sen(a-b) = sena

1+cosx  senx
senx 1-cosx

©)

d) 1 - 2cos2x = 4sen?x - 1

28.- Hallar las R.T. del angulo o sabiendo que tga >0 vy cosa= -%

/6

29.- Hallar las R.T. del angulo a siendo cotga = >

30.- Calcular el valor de A siendo:

A = cos0° - 3:sen90° + 2:tg1359% - c0os1209 - 4:cos270°

31.- Calcula las R.T. de 22° 30’

32.- Si senl12° = 02079 y co0s28° = 0’8829, calcula:

sen400° tg14°  cotgl6° sec24° €C0s620
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RESOLUCION DE TRIANGULOS. EJERCICIOS

1.- Uno de los lados de un tridngulo es doble de otro y el angulo comprendido
entre ellos es 60°. Resolver el triangulo.

2.- Desde un cierto punto del suelo se ve un arbol bajo un angulo de 42°. ¢Bajo
qué angulo se vera colocandose a doble distancia?

3.- Una escalera de bomberos de 10 m. de longitud se ha fijado en un punto de la
calzada. Si se apoya sobre una de las fachadas forma un angulo con el suelo de 45°
, Y Si se apoya sobre la otra fachada forma un angulo de 30°. Hallar la anchura de
la calle. ¢Qué altura se alcanza con dicha escalera sobre cada una de las fachadas?

4.- Conocidos los lados a = 6 m. y b= J3 m. de un triangulo ABC vy

sabiendo que el angulo A es doble del angulo B, calcular el lado c y los angulos
del tridangulo.

5.- Desde la parte superior de un faro de 50 m. de altura sobre el nivel del mar, el
angulo de depresion del barco es 16° y el angulo de depresion de la playa es 60°.
Hallar la distancia del barco a la playa.

6.- Hemos colocado un cable sobre un mastil que lo sujeta como muestra la figura.
¢Cuanto miden el mastil y el cable?

450 300

20m

7.- Una estatua de 2’5 m. estd colocada sobre un pedestal. Desde un punto del
suelo se ve el pedestal bajo un angulo de 15° y la estatua bajo un angulo de 400°.
Calcula la altura del pedestal.

8.- Un avidn vuela entre dos ciudades A y B que distan 80 km. Las visuales
desde el avibn a A y a B forman angulos de 299 y 43° con la horizontal,
respectivamente. ¢A qué altura esta el avion?

74



Colegio Vizcaya 1° Bachiller

13.- Calcula los lados y los angulos del triangulo ABC.
B

500
A 3cm D C

14.- Halla el angulo que forma la diagonal de la cara de un cubo con la diagonal del

cubo.
B

15.- Halla la altura de la torre QR de pie inaccesible, con los datos de la figura.

Q

LI LI

16.- Calcula el area de un decagono regular de lado 8 cm.
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CUESTIONES

1. Si cotga es negativa, équé signo tendra el producto seca - coseca?
2. Sila medida de un angulo aumenta de 0° a 90°, su coseno {aumenta o
disminuye?

3. Sitga = 3, écuanto vale tg (1800°-a)?

4. Sabemos que sena = 0’2 y esta en el primer cuadrante. éCuanto vale
cos(90° + a) y sen(180° + a)?

5. ¢Puede un tridngulo tener lados de 12, 7 y 3 cm. respectivamente?
Razona la respuesta.

6. ¢Cuantas soluciones tiene una ecuacion de la forma coso = k?, con
k>1?. Y si -1k <17

7. Expresa la forma general de todos los angulos cuyas R.T. coinciden con:
10x

a) 11110 b) 62000 c) =5 rad.
8. ¢Existe algun angulo cuyo seno coincida con su secante?
9. Si sena = 12 <{cuanto vale, sin realizar ningun calculo, tg2a?

10. En un tridangulo a =2b y C = 60° ¢cuanto miden los angulos By C?

11. Relaciona estas expresiones con las R.T. del angulo a:

a) sen(r-a) cos(x -a) tg(x -a)
b) sen(x +a) cos(x +a) tg(x +a)
c) sen(2x-a) cos(2x -a) tg(2rx -a)

12. Demuestra que si A, By C son los angulos de un tridngulo, se verifica:

sen(A+B) -senC =0

13. Si sena=m vy cosa<0, entonces sen2a es:

a) -2mv1-m? b) 2m+v1-m? c) -2V1-m? d) 2m
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

El valor de cos489°-cos18° + sen489°-sen18° es:

a) 1/2

b) ~/3/2

Sefiala la afirmacion correcta:

c) -1/2 d) mayor que 1

a) cos (E - oc] - Cos (E + oc]
2 2

b) sen (n1-a) = -sena
c) sen (n+a) = cosa
d) nada de lo anterior es correcto

En un tridngulo PQR se conocen los lados PR, PQ y el &ngulo P. La férmula
que permite conocer directamente QR es:

a) QR’=
b) QR =

c) QR =

d) QR =

PR’ +PQ  —2-PR-PQ -cosP

PR - senl:
senQ
ﬁ-senl3

En un triangulo ABC se conocen

asegurarse que:

a) cos A

b) cos A

PR’ +PQ  + 2-PR-PQ -cosP

a=2, b=3 y c=6. Entonces puede
= 36/41
=41/36

c) ABC es un triangulo rectangulo
d) ABC no tiene solucién

Si en el triangulo PQR, p=q=45, puedes afirmar que:

Si en el triangulo

a) Igzli
b) P = Q
c) r>p

d) Nada de lo anterior, porque no hay suficientes datos.

MNP, m=45, n=36, l3=179°, se puede asegurar que:

a) no hay solucién

b) hay dos soluciones
c) MNP es isosceles
d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.
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UNIDAD DIDACTICA 4

NUMEROS COMPLEJOS

1° BACHILLER
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OBJETIVOS DIDACTICOS:

1.- Representar graficamente nimeros complejos.

2.- Obtener, a partir de una expresion cualquiera de un nimero
complejo, todas las demas formas de expresién de dicho nimero.

3.- Operar con nimeros complejos en todas sus formas de expresion
(suma, resta, multiplicacion, divisidn, potenciacion y
radicalizacion)

4.- Resolver ecuaciones en los nUmeros complejos.

5.- Resolver problemas sobre nimeros complejos.

CONCEPTOS:

1. Numeros complejos: introduccion y definicion.

2. Opuesto, conjugado y afijo de un nimero complejo.

3. Representacién grafica de nimeros complejos.

4. Operaciones con numeros complejos en forma binémica ( +,-, -,/)

5. Expresiones de un niumero complejo: cartesiana, bindomica, polar y
trigonométrica.

6. Operaciones en forma polar y trigonométrica: producto, cociente, potencia y
raiz.
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NUMEROS COMPLEJOS

La necesidad de resolver ecuaciones del tipo x?+3 = 0 obligd a
ampliar el conjunto de los numeros reales (racionales e irracionales) conocido hasta

el momento, ya que sus soluciones (x = ++/-3) no se corresponden con ningun
numero real. Como, por otra parte, J-3 = J3-/-1 , toda la novedad
guedaba reducida a la expresion +-1.

BOMBELLI, en su obra “Algebra” (1572), empezdé a considerar J-1
como un numero, aunque su idea fue rechazada en los siglos posteriores por
grandes matematicos. No es hasta el siglo XVIII, cuando son reconocidos por la
comunidad matematica a través de Euler (1707-1783) que los utilizd sin reparos
bajo el apelativo de “imaginarios” por su caracter no real. Es por eso que EULER

utilizé la letra i (imaginario) para referirse a v-1.

1. Definiciones
Definicion 1: Se llama “ unidad imaginaria” y se designa con la letra i, a la

expresion:
i= -1

de donde se deduce:

La ampliacion del conjunto de los nimeros reales (R) al conjunto de los
numeros complejos (C) se produce al “cruzar” ( o mezclar) la unidad imaginaria

i con los n®reales, a través de las operaciones suma, resta, multiplicacién vy
division. De esta manera obtendremos numeros de la forma:

5i, 3-1, 2+3i etc.
Definicién 2: Se llama ndmero complejo en forma bindmica a toda

expresion de la forma: z =a + bi siendo a,b € R, donde a
representa la parte real y b la parte imaginaria

C = fa+bi/abeR}

Ejemplo: el n® complejo 2-5i tiene parte real 2 y parte imaginaria -5

Intuitivamente, a-+bi seria equivalente a: a-1 + b-i vy significaria
que el n° contiene a unidades reales(unos) y b unidades imaginarias (ies), es
decir, “mezcla” a partes reales con b partes imaginarias.
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Observa, ademas, que se verifica lo siguiente:

a)Si b=0 a+0i =a esunn®real. Poreso RcC.
b)Si a=0 0+bi = bi es un n® imaginario puro.
c)Sia=b=0 0+0i =0 ( n%complejo 0)

Ejemplo: EIn°® 3i ( 0+3i) es imaginario puro y el n® -2 ( -2+0i) es real

Definicion 3: Dos numeros complejos z; = a+bi y z,=c+di son iguales si

tienen la misma parte real y la misma parte imaginaria, es decir,
a=c vy b=d

De la definicién se deduce que no puede haber 2 n° complejos distintos
con la misma notacion.

Definicién 4: Dado el n® complejo z = a+bi, llamamos opuesto de z al n%:
-z = -a-bi.

Ejemplo: el opuesto de z = 3-2i es -z = -3+2i

Definicion 5: Dado el n® complejo z = a+bi, llamamos conjugado de z al n°:
z = a-bi

Ejemplo: el conjugado de z = -3-2i es z = -3+2i

Definicién 6: Se llama afijo de z = a+bi al par (a,b)

2. REPRESENTACION GRAFICA DE N° COMPLEJOS

Cada n° complejo z=a+bi se representa mediante su afijo en el plano
complejo, de forma que el eje X sera el eje real, donde se representa la parte real
a, y el eje Y sera el eje imaginario donde se representa la parte imaginaria b.

A cada n® z = a+bi le corresponde un vector de posicién (a,b) que
sera su representacion grafica, cuyo extremo coincide con su afijo.

(a,b)
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Ejemplo: la representacion del n® 3-i es:

r
Actividades

1.- Representa graficamente los siguientes nimeros complejos y di cuales son
reales, cuales imaginarios y, de éstos, cuales son imaginarios puros:

|

|

|

|

|

|

| 5-3i, 1.2, w5, 7, 3i, 0, -1-i, 4i
| 2 4

|

: 2.- Obtén las soluciones de las siguientes ecuaciones y represéntalas
|
|
|
|

a) x’+6x+10=0 b) 3x*+27 =0

3. OPERACIONES CON COMPLEJOS EN FORMA BINOMICA

3.1 SUMA/RESTA
La suma de dos numeros complejos en forma bindmica es otro complejo,
cuyas partes real e imaginaria son la suma respectiva de las partes reales e
imaginarias de cada uno, es decir,
(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i

Ejemplo: (3-5i) + (%+i) = g- 4i

(3-5i) - (%+i) - g 6i

3.2 PRODUCTO

(a+bi)-(c+di) = a-c + a-di + bci + bd- ¥ = (ac - bd) + (ad + bc)-i
-1

Ejemplo:  (3-5i)-(8+43i) = 24+9i -40i -15i2 = 24 - 31j - 15-(-1)= 39 - 31j

3.3 COCIENTE
Siempre que multiplicas un n°® complejo por su conjugado obtienes un n° real.

Demuéstralo haciendo (a+bi)-(a-bi)=
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Este resultado es util para dividir complejo, puesto que multiplicando y
dividiendo por el conjugado del denominador estariamos haciendo algo equivalente
a racionalizar.

Ejemplo:
3—5i= (3-5)(2-1) _ 6 — 3i — 10i + 5i° _ 1-13i _ E_Ei
2 +i 2+D)(2-10) 4 _j? 5 5 5
' Actividad

3.- Efectla las siguientes operaciones y simplifica el resultado:
a) (6 - 5i) + (2-1i)-2(-5+ 6i)

b) (3 + 2i)(4 - 2i)

i 1-4i

) _ f) -2i - (4 - i)5i
3+i
(-3i)2(1 - 2i) (3 + 31)(4 - 2i)
D5 D55
. . . . 2+ 3
e) (3 + 2i)(2 - i) - (1 - )2 - 3i) N G aCiTh

_________________________________________________________________________________

4. EXPRESIONES DE UN N° COMPLEJO

Sabemos que la expresion a-+bi se llama forma binémica del n°
complejo. Si escribimos su afijo (a,b) estamos expresando el n® en forma
cartesiana.

Ejemplo: forma bindmica -3+4i
forma cartesiana (-3,4)

Ambas formas dependen de las coordenadas cartesianas del n® complejo.

Vamos a estudiar otras dos formas de expresion del n® complejo, mas
ventajosas por su rapidez operativa, que no dependen de las coordenadas
cartesianas del n° sino de las coordenadas polares.

COORDENADAS POLARES

Cualquier punto de plano puede ser localizado a través de sus coordenadas
cartesianas (a,b) o, lo que es lo mismo, a través de sus coordenadas polares
(r,a) que definimos a continuacion:

(a,b)
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Definicion 1: Llamamos modulo de z (r) al mdédulo de su vector de posicion,
es decir, por el teorema de Pitagoras,

r=++a’+b’

Definiciéon 2: Llamamos argumento de z ( o ) al angulo que forma su
vector de posicién con el semieje positivo de abscisas (eje X).

Observamos que | tg a = % = o= arctg%

IMPORTANTE

** Es necesario determinar de antemano en qué cuadrante esta z
para elegir, de entre los dos posibles, el angulo correspondiente a ese
cuadrante***

Ejemplo: n° complejo 1-i.
coordenadas cartesianas (1,-1)
coordenadas polares (\/5, 315°) vya que:
r=4y12+(-1)% =2 y tga-= _le-l = o = 135° ¢ 315°
como (1,-1) esta en el cuarto cuadrante, elegimos 3159,

Definicion 3:  Se llama forma polar del n® complejo z, a la expresion r,

Ejemplo: forma bindmica 1 + i
forma cartesiana (1,1)

forma polar (v2) 450

Definicion 4: Se llama|forma trigonométrica|del n® complejo z a la expresion:

r(cosa + isena)
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Esta expresion se obtiene directamente de la bindmica teniendo en cuenta
lo siguiente:

b
(a,b) sena = — = b =rsena
, r
‘b a
; coso. = — = a = r-cosa
= . r
Como z =a+ bi = rcosa + rsenoi T r(cosa + i sena)

sustituyendo

Ejemplo: Dado el n® complejo z = (2, 2\/5) escribelo en las 4 formas.

Forma cartesiana (2, -2\/5)
Referidas a coordenadas cartesianas
Forma binémica 2 - 2\/§i

Pasando a coordenadas polares: r = {22 +(-24/3)?2 = J4+12=4
2
2

tga= Y7 = -3 = «=3000

porque J3 es la tangente de 60° y o es del 4° cuadrante dadas sus
coordenadas cartesianas. Por consiguiente:

Forma polar 4 3000

Referidas a coorden. polares
Forma trigonométrica 4(cos300° + i sen300°

Actividades

4.- Escribe en forma polar los siguientes nimeros complejos:
a) 1+ J3i b) 3i c) -1+i d) -5
a) 3,400 B) 5800 ) 2350 d) 4900

6.- Hallar los nimeros reales x e y para que se cumpla: ;H 2! = (\/5)3150
+Yi

|
[
|
|
[
|
|
|
| 5.- Escribe en forma binédmica los siguientes complejos:
|
|
[
|
|
|
|
[
|

Asi, pasando de coordenadas cartesianas a polares o viceversa, conseguimos
expresar un n° complejo en cualquiera de las 4 formas, a partir Gnicamente de una
de ellas.

Descubrirds ahora que segun el planteamiento de los problemas, sobre todo
en el aspecto operativo, es mucho mas ventajosa una forma que otra.
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Piensa, por ejemplo, en calcular («/§-i)1° . iSi, si!l tienes que multiplicar

(\/E-i) 10 veces por si mismo. No tiene gracia éverdad?

Observa como se multiplican numeros complejos en forma polar y
trigonomeétrica.

5. OPERACIONES EN FORMA POLAR Y TRIGONOMETRICA

5.1 PRODUCTO EN FORMA POLAR

Dados dos numeros complejos en forma polar, r, y Ry, secumple que

su producto es otro n® complejo en forma polar, de mddulo el producto de los
madulos, y de argumento la suma de los argumentos. Por tanto,

Mo * RB = (r'R)quB

a

Demostracion:

Utilizaremos como ‘“intermediaria” la forma trigonométrica de ambos
numeros, ya que, en su expresion, se utilizan las operaciones suma y producto, lo
que no ocurre en la forma polar.

*Rg=r(cosa+isena) R (cosp+isenp) = rR (cosa+isena) (cosp+isenp)=

r(X

r-R ( cosacosp + icosasenp + isena cosp + i%sena senp) =
——
-1

rR (cosa cosp - sena senP +i(sena cosP+ cosa senf)) =

— g — _/
T~ ~

cos(o +B) sen(a+p)

= rR(cos(a+p) +i-sen(a+p)) = (rR),.,; pasando de nuevo a

forma polar.

c.q.d.

EieleO: 2300 . 7650 = 14950 ,
facil, éieh?

Volvamos al ejemplo anterior.

¢Cémo calcularias ahora (43 -i)° ? Claro, pésalo a forma polar.

E = \/(\/5)2 +(-1)> =2 tga = _T; = o= 3300 por ser (y3,-1) del 40 C.]
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Entonces, (+/3-i)1° = (23300 )10 = (2%) 330010 = (2%) 33000 = (2%%) 600
A
Razona esta igualdad

Ya has descubierto como realizar potencias de un n°® complejo, pero
vamos a escribirlo en general para una potencia cualquiera de un n© cualquiera.

52 POTENCIA EN FORMA POLAR
o ; . n n
Dado el n® complejo r, se cumple que: (ra) = (r )na
Esta formula recibe el nombre de “féormula de Moivre”
Demostracion: Sabemos que:
n n
(roc) =l lg g = (rr . Mosgtrta = M na
. ~ J
n veces
: . 6 _ 6 —
Ejemplo: (2500) = (27 )g500 = 643000

Por eso, cada vez que tengas que elevar un n°® complejo a una potencia,
te interesara escribirlo en forma polar, si es que no lo estaba previamente.

53 DIVISION EN FORMA POLAR

Dados dos nimeros complejos en forma polar, r, y R;, secumple

gue su cociente es otro n® complejo en forma polar, de mddulo el cociente de los
modulos, y de argumento la resta de los argumentos. Por tanto,

ra/ RB = (r/R)a—f)

Demostracion:

Aprovecharemos el hecho de que dividir es, en realidad, multiplicar para
utilizar lo que hemos aprendido.

. . r
Llamaremos r’, al n° resultante del cociente, es decir, Ri =ry
B

Seria entonces cierto que r = Rg- 1y y, portanto, r,=(Rr')g.y
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Sabemos que dos nimeros complejos son iguales si tienen el mismo médulo y
el mismo argumento, luego necesariamente r=R:r' y a=B+¢

Esto nos permite despejar r'y ¢ que eran nuestras incognitas:
, T

r =— = - C. d
RV ¢ oa-p q
Eiemp|o: 21& = (zj
5700 5 500
r-—-—-————F~FF~—®>""—"™"F"7""®""®™""™""™"™"™""™""™*"™Yf"/ "™~/ "7 /" "77/" T/ /== a

Actividades

7.- Efectla estas operaciones y da el resultado en forma polar y en forma
bindmica:

a) 1500 * 5300 b) 5, 11lge  © (1-430)°
3

8.- Dados los nimeros complejos z;=5,c, zZ,=2,c Y Z5= 4i, obténen
forma polar:

Z
z5 2,73
9.- Sabemos que i*=-1. Calcula i3, i*, i, i%, i*°, i**, i*?, i®.
Encuentra un criterio para calcular cualquier potencia de i de exponente

natural.

10.- El producto de dos numeros complejos es 2i y el cubo de uno de ellos

dividido entre el otro es % Hallalos.

N
=

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: a)z, -z, b) — c)
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

54 RAIZ N-ESIMA DE UN N° COMPLEJO EN FORMA POLAR

Dado el n® complejo r, se cumple que:

NTe = (r\‘/_r)(Han donde k=0,1,2..,n-1

n

Demostracion:

Sabemos que §r, =Ry si [Ryf'=r, .

(Queremos hallarR y B)
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RM =r R=0r
Entonces (R”)nB =r, = { np = o+ 2kn = o + 2K
nPB y o pueden ser de 2 vueltas distintas, por ejemplo
300y 390° a nada que n o 3 sean algo grandes. Como cada
vuelta equivale a 2T, k2m equivaldria a un n° cualquiera k
de vueltas. Por eso, admitimos que nf3 pueda ser igual a o
mas algun n® k de vueltas, que incluye la posibilidad k=0 por

si son exactamente iguales.

Veamos ahora con un ejemplo, que k sélo toma valores comprendidos entre 0 y n-1

260° si k=0
. 2 si k=1

. 3/ 3 _ _  ]2800
Ejemplo: -8 = 3[8ig00 = (\/g)moo;z“ =2 180°3+2kr: = 12a000 S k=2
24200 si k=3

Observa que si aumentamos los valores de k s6lo conseguimos repetir,
en vueltas sucesivas de la circunferencia, las 3 raices ya obtenidas.

Como desde 0 hasta n-1 hay n valores distintos, podemos deducir
que existen n raices n-ésimas de un n® complejo.

(%)150 si k=0
4 _—
Ejemplo: | 41+ 3j = % = (%j600+2kn = (;/;)1050 a
T 4 ( 2)1950 sik=2
(%/5)2850 sik =3

r= 12+(\/§)2 = 2

tg o = 43/1 =3 = «=60° (1 cuadrante)

Quiza hayas observado que la diferencia entre los argumentos de las raices
es siempre la misma: 90° en el caso de las raices cuartas de 240, Y 120° en el

caso de las raices cubicas de -8.

Si te fijas, 9090 es la cuarta parte de 3600 y 120° es la tercera parte. ¢(Se
podria deducir que los argumentos de las raices n-ésimas de un n°® complejo

(o]
distaran ?

(0]

Si asi fuera, bastaria con encontrar la 12 raiz y sumar a los

sucesivos argumentos.
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...........................................................................................................................................

...........................................................................................................................................

Actividades
11.- Halla las raices sextas de 1. Represéntalas y exprésalas en forma bindmica.

12.- Calcula: a) ¥-8+8Y3i b) V-25 ©) J=2+2

1++3i

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| 13.- Resuelve en el conjunto de los nimeros complejos (C), las ecuaciones:
| 8 _

| a) x°-1=0

: b) x°® +64x* =0

: c) x> -2x*>+4x-8=0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

14.- Dado el complejo z =-2+24/3i , calcular:

a. Su cuarta potencia.
b. Sus cuatro raices cuartas.

REPRESENTACION GRAFICA

Las raices de un n° complejo se pueden representar graficamente en una
circunferencia de radio igual al médulo de las raices.

Ejemplo:

Las raices cubicas de -8 que hemos calculado anteriormente (2.,
2500 1 23000) SE€ representarian en una circunferencia de radio 2 de la siguiente
forma:

2600

2180O

2300°
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Y, de la misma manera, las raices cuartas de 1+\/§i se representarian en una
circunferencia de radio %2 como sigue:

(il/E)J_QSD

(é/z)ZBSU
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NUMEROS COMPLEJOS. EJERCICIOS Y CUESTIONES

1.- Obtén polinomios cuyas raices sean:
a) 2+ 3i y 2-43i b) -3i y 3i

2.- ¢Cuanto debe valer x (real) para que (25 - xi)2 sea imaginario puro?

3.- Completa el siguiente cuadro:

F. CARTESIANA F. BINOMICA F. POLAR F. TRIGONOMETRICA

(21 '2\/§)

-3 = 3i

5 2700

3(co0s120°+isen120°)

4.- El nUmero 3+3i es la raiz cuarta de un cierto n® complejo z. Halla las otras
tres raices cuartas de z, asi como dicho n° z.

5.- Determina k para que el cociente % seaiguala 2 -i.
+

6.- Calcula a y b para que se verifique (a+bi)2= 3+4i.

7.- Calcula el valorde a y b para que se verifique

8.- Halla el valor de b para que el producto (3 - 6i)(4 + bi) sea:

a) un n© imaginario puro b) un no real

9.- Halla dos nimeros complejos tales que su cociente sea 3, la suma de sus

n .
argumentos 3 y la suma de sus modulos 8.

10.- El producto de dos nimeros complejos es -8 y uno de ellos es el cuadrado
del otro. Calculalos.

11.- La suma de dos n® complejos conjugados es 8 y la suma de sus mddulos
es 10. ¢(Cudles son esos numeros?.

12.- La suma de dos n®® complejos es 3 + i. La parte real del primero es 2 y el
cociente de éste entre el segundo es un n° real. Hallalos.
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13.- El complejo 3,5 es vértice de un pentagono regular. Halla los otros
vértices y el n® complejo cuyas raices quintas son esos vértices.

14.- Una de las raices cubicas de un n® complejo es 1 + i. Halla dicho n° asi
como las otras raices cubicas.

15.- Halla los n® complejos que corresponden a los vértices de estos hexagonos:
A A

N
v
N
v

16.- Resolver las ecuaciones: 1) x®-28x*+27 =0
2) x°-64i=0
3) x>+ x’+x+1=0
4
2

5) x“°-2x+2=0

+ ai

, i 2
17.- Calcular a para que el numero complejo z =

Se€a.

c. Imaginario puro.
d. Real.

18.- Hallar dos numeros complejos sabiendo que: su diferencia es real, su suma
tiene parte real 2 y su producto vale - 51 + 8i.

. . . 1, ,
19.- Encontrar un numero complejo tal que sumandolo con 3 dé otro numero

complejo de modulo J3 y argumento 600°,

20.- La suma de dos numeros complejos es 6, el mddulo del primero es 413 vy el
del segundo 5. Hallalos y determina su producto y su cociente.

21.- Los vértices del cuadrado inscrito en la circunferencia de radio 13.

A(5,12)

vo)
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CUESTIONES

1.- Demuestra que Z,+2, = Z4+ 2,

2.- Prueba que el producto de dos nimeros complejos conjugados cualesquiera es
un n° real positivo.

3.- Siaun n° complejo z lo multiplicamos por un n° real k équé le ocurre a su
maodulo? ¢y a su argumento?.

4.- Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) El producto de dos nimeros complejos nunca puede ser un n° real.
b) El producto de dos nimeros complejos es igual al producto de sus opuestos.

c) Dado un n° complejo z, el mdédulo de su conjugado es igual al mddulo de su
opuesto.

d) Los complejos que verifican |z| = 2 tienen sus afijos situados en una
circunferencia de radio 2 y de centro el origen.

5.- Si en una ecuacion de segundo grado una de sus raices es un n°® complejo
épodria ser la otra raiz un n© real?.

6.- ¢Podrias encontrar una relacion entre las dos raices de una ecuacion de
segundo grado si éstas son dos numeros complejos?

7.- Si zyw son dos niumeros complejos cualesquieray z y w son sus
respectivos conjugados, se puede asegurar que z-w+z:'w es:

a) real b) imaginario puro c) 0 d) de moédulo 1

8.- Sise sabe que una raiz cuarta de z es 1+i, entonces z es:
a) -4 b) -4i c) 4 d) 4+2i
9.- Las otras raices del n°® z del item anterior son:

a) 1-, -1 b) 1-i, i,

c) 1-i, -1+i, -1-i d) 1-i, -1, -i

10.- El conjunto de los nimeros complejos de argumento % esta sobre:

a) la recta de ecuacién y = % b) la recta de ecuaciéon y = /3 x
3
c) la recta de ecuacion y = x d) una circunferencia de radio % y
centro (0,0)
11.- Seiala la afirmacién falsa:
a) la parte real de i? es -1 b) la parte imaginaria de 1+i es i
c) la parte imaginariade -1 es 0 d) la parte real de 2+3i es 2
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UNIDAD DIDACTICA 5

VECTORES EN EL PLANO.

PRODUCTO ESCALAR.

1° BACHILLER
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OBJETIVOS DIDACTICOS:
1. Operar con vectores utilizando sus coordenadas y en forma
grafica.
2. Estudiar la dependencia e independencia lineal entre vectores.
3. Expresar un vector respecto a bases distintas.

4. Calcular el producto escalar y el médulo de vectores, utilizandolo
para resolver algunos problemas geométricos en el plano.

5. Hallar el angulo entre dos vectores.

CONCEPTOS:

1. Vectores en el plano. Vector fijo y libre.

2. Operaciones con vectores.

3. Dependencia e independencia lineal entre vectores

4. Bases de V2.

5. Producto escalar: definicion, propiedades y expresion analitica.

6. Angulo entre dos vectores.
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VECTORES EN EL PLANO

1. INTRODUCCION

Recordaremos de cursos anteriores la nocidon de vector, tanto fijo como
libre. Sabemos que hay conceptos fisicos que quedan determinados sélo con un
valor numérico (temperatura, rozamiento..) y que reciben el nombre de
magnitudes escalares. Sin embargo, otros conceptos como la fuerza que actla
sobre un cuerpo o la velocidad con que se mueve requieren para su determinacion,
no sélo de un valor numérico que determine su intensidad, sino del conocimiento de
la direccién en que se realiza dicha fuerza y, dentro de esa direccion, en cual de los
dos sentidos (avance o retroceso) actla. Son las magnitudes vectoriales, que se
visualizan o representan esquematicamente a través de los vectores.

Definicién 1 : Se llama vector AB al segmento orientado desde A ( origen)

hasta B ( extremo).

Los vectores pueden utilizarse para representar conceptos fisicos como

B

A

la fuerza.

(Supon que estas situado en el punto B y que tiras de un carro (A) para atraerlo
hacia ti. No representarias igual esa fuerza si fueras tu el que esta situado en A y
B fuera el carro).

Cada vector fijo AB , ademas de origen y extremo consta de:

a) MODULO: longitud del segmento AB. Se escribe |E|
b) DIRECCION: Ia de la recta que lo contiene o cualquiera de sus paralelas.
C) SENTIDO: el del recorrido desde A hasta B.

Logicamente, no pueden compararse los sentidos de dos vectores que no
tengan previamente la misma direccion.

Ejemplo:

/ Estos vectores tienen la misma direccién pero
distinto médulo y sentido

00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000scsesesesesrsssscsscscsesoccsssscscss,

: Dibuja dos vectores del mismo médulo y distinta direccién. Compara sus sentidos.:

.
...........................................................................................................................................
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2. DEFINICIONES

Definicion 2: Se llaman componentes de un vector AB a las coordenadas
de su extremo menos las de su origen, es decir, si las coordenadas de A y B son
respectivamente (a,,a,) Yy (b,,b,) se cumple que:

—_—

AB =B-A= (blle)_(alla2)=(bl_all bZ_aZ)

Ejemplo: Si A(2.-1) y B(1,3), el vector AB = (1-2, 3-(-1)) = (-1,4)

Se puede justificar esta afirmacion con el siguiente razonamiento:

A(ay,az)

a AB
B(by,b2)

Se observa en el dibujo que a+ AB = 5, de donde se deduce que AB=b-a.
Como a y b son vectores de posicidn, sus componentes son las de su extremo,
luego: AB=b - a = (b,, by) -(a,,a,) = (b,-a,,b,-a,) que es lo que
gueriamos demostrar.

Llamamos vector nulo 0 a aquel cuyo extremo y origen coinciden.

Definicién 3 : Dos vectores se dicen equipolentes si tienen el mismo maddulo,

direccion y sentido. / /

Si pensamos en todos los vectores equipolentes a uno dado y los consideramos
un solo vector que puede desplazarse paralelamente a si mismo, estaremos ante lo
que llamamos VECTOR LIBRE.

Definicion 4: Se llama vector libre al conjunto formado por un vector y todos
sus equipolentes.

Se representan con una letra minlscula a , b .. puesto que no
dependen del origen y el extremo.

El conjunto de todos los vectores libres del plano se escribe V2.
1 {LD) a0 G
1T - —

b(2,0)
7

i n :
Pt T t >

2,0)3

—~.
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Observa en el grafico anterior que, aunque son distintos los origenes y
extremos, la resta de extremo menos origen coincide cuando son el mismo vector
libre. Es decir, las componentes de un vector son Unicas.

Al igual que con los nimeros, los vectores admiten las operaciones entre ellos,
pero veras que aunque se suman y restan con facilidad y pueden multiplicarse por
un numero, la divisidn entre ellos no existe como operacion, y el producto puede
realizarse de dos maneras distintas: escalar y vectorialmente. Nosotros sélo
estudiaremos este curso el producto escalar y dejaremos para 2° Bachiller el
producto vectorial.

3. OPERACIONES CON VECTORES

3.1. SUMA/Z/RESTA

Dados los vectores G(a,b) y U(c,d) se define su suma como el vector
U+v=(a+c, b+d)
e igualmente se define su resta como el vector G- v= (a-c, b-d).

Ejemplo: Si u=(-3,5) y v= ( 2,-2) entonces U+v= (-1,3)
y u-v=(-5,7)

Los vectores pueden sumarse también graficamente a través de la regla del
paralelogramo. Para ello, se dibujan los dos vectores con el mismo origen y se
traza el paralelogramo que forman. El vector suma serad la diagonal de dicho
paralelogramo, teniendo como origen el mismo que los vectores sumados. Es decir,

dados los vectores \g

su suma sera:

B

Para simplificar este proceso, se puede colocar el origen del segundo vector en el
extremo del primero de la siguiente manera:

)

a+b

Es evidente que si fueran vectores fijos en vez de libres la suma no podria
realizarse, porque seria necesario modificar el origen y el extremo de uno de ellos
para colocarlos con el mismo origen y, por ello, no serian los vectores iniciales sino
otros distintos los que se estarian sumando.

Esta es la razén por la que no utilizaremos nunca vectores fijos, salvo
para definir los libres que si son operables.

101



Colegio Vizcaya 1° Bachiller

La operacién resta a-b se realiza sumando al vector a el opuesto de b que es
el vector de igual modulo y direccidn que b y sentido opuesto.

3.2._PRODUCTO POR UN N© REAL

Dados el vector G(a,b) y el nO real k, se define k-u como el vector k-u =(ka,kb)

Ejemplo: Si a= (-5,2) 3-a= (-15,6)

Podemos deducir de la definicidon que:

...........................................................................................................................................

1) El médulo de k-a es el modulo de a k veces, pero ¢;/qué pasa si k es
: negativo?

Intenta escribir una igualdad que relacione |k-5 | con |5 |-

Completa:

22) La direccion de k-a es

53) El sentido de k-a es

.
...........................................................................................................................................

............................................................................................................................................

: Para ayudarte a pensar, dibuja un vector cualquiera y multiplicalo por 3 y
i por -3. Confirma con algun compariero lo que has averiguado.
¢Qué ocurre si lo multiplicas por k=0?

...........................................................................................................................................

Actividades

1.- Observa el rombo de la figura y calcula:

|
| |
| |
| |
: |
- . |
: a) AB+ BC B |
. . |
| b) OB+ OC |
| ¢) OA + OD 5 c |
I - -
| d) AB +CD |
. . |
| e) AB + AD |
| f) DB - CA D |
|
| |
- . |
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v, w y t alrealizar las siguientes operaciones: x + 2y, y+z+x, Yy -z

Z-X-2y. Asocia cada expresion a su resultado.

A 4

X

c
e ———

Para poder multiplicar vectores introduciremos primero algunos conceptos nuevos.

4. COMBINACIONES LINEALES

De la misma manera que podemos formar nuevos colores a partir de
alguno dado, mezclando cierta cantidad de cada uno,

Verde oscuro = 20g. de azul + 5g. de amarillo
también podemos obtener nuevos vectores “mezclando ciertas cantidades” de otros
conocidos:
(31-5) = 3(11-3 ) + 2(012)

Diremos que el vector (3,-5) es una combinacién lineal de los vectores (1,-3) y
(0,2). En general:

Definicion 5: Dados los vectores {u,v} , se dice que el vector w es

una combinacion lineal de u y v si existen dos nimeros reales o y B tales
que

—_

W =oau+ B-v

Graficamente, si a y b son dos vectores de direcciones distintas, sus
combinaciones lineales serian las diagonales de todos los paralelogramos que se
pudieran formar estirandolos y encogiéndolos, dado que sus productos por nimeros
los estiran o encogen en ambos sentidos, y las sumas producen las diagonales.
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............................................................................................................................................

: ¢éPodriamos afirmar que todos los vectores del plano pueden escribirse como

i combinacién lineal de u y v si éstos tienen direcciones distintas?
¢Y si tienen la misma direcciéon?

Imagina ahora como serian las combinaciones lineales de un solo vector u 4
{,Que espacio generarian?

.
...........................................................................................................................................

NOTA: El vector nulo 0 es combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores,
dado que o y B pueden ser 0, es decir, 0 =0-Uu+0v

3.- Expresa el vector 5(1,5) como combinacién lineal de 5(3,-2) y 6(4, -% ).
4.- Escribe un vector combinacion lineal de los vectores (1,3) y (0,2), y un vector
combinacion lineal de (3,-1)

Definicidon _6: Se dice que los vectores u y Vv son linealmente
mdependlentes si ninguno de ellos es combinacion lineal del otro, es decir, si
u * o v

En caso contrario, se dice que u y v son linealmente dependientes.
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Ejemplo: los vectores (3,-2) y (1,5) son linealmente independientes dado
gue al comprobar si (3,-2) = a- (1,5) obtendriamos que
(3,-2) = (a.,50) dedonde 3=0a y -2=5a loquenosdariaun

i . . . 2
sistema incompatible, pues a no puede seriguala 3 y a 5 ala

vez.
Sin embargo, los vectores (2,-1) y (6,-3) son linealmente
dependientes porque (6,-3) = 3:(2,-1)

Graficamente, si dos vectores en el plano son linealmente dependientes, tienen
la misma direccion. Y si son independientes, tienen direcciones distintas.

...........................................................................................................................................

: ¢Puede haber tres vectores linealmente independientes en un plano? Razona :
i tu respuesta. :

............................................................................................................................................

5. BASES EN V?

Definicién 7: Dos vectores { G, v } forman una base de V? si:
1) son linealmente independientes
2) son un sistema generador, es decir, cualquier otro vector de

V? se puede escribir como combinacién lineal de u y v.

Volviendo a los colores, y como ejemplo comparativo, podriamos afirmar que los
colores {rojo, azul, amarillo} forman una base del conjunto de colores ( de hecho
se llaman basicos) ya que sus combinaciones, generan el resto de colores y no
pueden generarse entre ellos ( son independientes).

Podriamos entender por base, un sistema generador minimo.
Podemos deducir entonces, que cualquier par de vectores independientes de V?
forma una base, y que, por tanto, hay un nimero infinito de ellas. Destacaremos,
de entre todas, la base canénica B= { (1,0), (0,1) } que es la mas utilizada.
(Observaras sus ventajas mas adelante).

Ejemplo: {(0,5),(-1,3)} forman una base. Compruébalo.

|

|

I5.— ¢Cuales de los siguientes pares de vectores forman una base?

|

L @ G, (3 R, (22) o (54, (54)
|
|

Definicion 8: Se llaman coordenadas del vector w respecto a la base {u, v}

—

al par de nimeros reales o y p talesque: w = a-u + B-v
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Por supuesto, cada vector tiene diferentes coordenadas en bases distintas.

Ejemplo: Halla las coordenadas del vector (6,-3) en la base {(0,5),(-1,3)}

(6,-3) = a-(0,5) + B~ (-1,3) = 6=-p = p=-6
{-3=50c+3B > -3=50-18 = a=3

Las coordenadas son 3y -6.

en la base candnica. ¢Qué observas en esta Ultima base?

|

|

|

:6.— Calcula las coordenadas del mismo vector (6,-3) en la base {(1,1), (2,-4)} vy
|

|

|

Definiciéon 9: Se llama moédulo de un vector u a su longitud. Se escribe |u |
y se calcula

lu| = ++a’ + b’

siendo (a,b) sus coordenadas en una base ortonormal. (Entenderas
el concepto de base ortonormal al final de esta pagina).

Evidentemente, la formula se debe al teorema de Pitagoras.

u(a,b)

b

Eiemplo: U =(3,-2)  |ul|=+3"+(-2° =13

Definicién 10: Un vector se dice unitario si tiene modulo 1.

Para convertir un vector en unitario, basta con dividirlo entre su médulo.

Si u = (3,4) tiene moddulo 5 ( |G| = 4J9+16=5 ), su quinta parte

[N

%, tiene médulo 1. Compruébalo.
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Definicién 11: Dos vectores u y v son ortogonales si son perpendiculares.

-

Definicion 12: Una base { G, v } se dice ortogonal si u vy v son
ortogonales.

Una base { u, } se dice normal si u y v son unitarios.

-

Unabase { u, v } se dice ORTONORMAL si u y v son
ortogonales y unitarios.

< <l

El ejemplo mas utilizado de ésta ultima es la base canénica B= {(1,0), (0,1)}.

6. PRODUCTO ESCALAR

Definicién 13: Se llama producto escalarde u y v al n°real resultante de
multiplicar sus moddulos y el coseno del angulo que forman, es decir,

u-v=_ull vl| cos(u,v)

NOTA: Se entiende por angulo entre dos vectores, el que va del primero al
segundo por el camino mas corto.

TB (a,b) = 900 (b,a) = 2700=-900°
> (a,c) = 1800 (c,b) =-90

A
4

0O
Qi

CONSECUENCIAS DE LA DEFINICION

1. Se llama producto escalar porque el resultado de multiplicar dos maddulos por
un coseno es un n° real.

2. Siaes perpendicular a b (5 1 5) entonces a-b =0 ya que
cos{90°,270°} =0 .

Por el contrario, si sabemos que a-b = 0 podemos deducir que o bien

a y b son perpendiculares (es 0 el coseno) o alguno de los dos es el vector
nulo ( es 0 algin mddulo).  Por eso podemos afirmar que:

“Dos vectores no nulos son ortogonales < su producto escalar es 0”

3. (a)’=|al|® un vector al cuadrado es igual a su mddulo al cuadrado ya

que: (a)’=|al-]a|-cos0° = |a]|?

1

4. Se cumple la propiedad conmutativa a-b=b-a ya que:
|b|-cos(a,b)
|al-cos(b,a)

a-b =]al
b-a=|b]
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como los mddulos son numeros reales, cumplen la conmutativa y los angulos,
aunque son opuestos por tener sentidos contrarios, tienen el mismo coseno como
ya sabemos por la reduccion al primer cuadrante.

( cosb = cos(-b) )

5. Si a y b sonortogonales entonces Ja+b|?=]a]?+ |b]?® yaque

- - -

la+b|?> = (a+b)? =(a)’+ 2-a-b + (b)> =|a|*+ |b]|’

°{

...........................................................................................................................................
.

Intenta comprobar que estas ante el teorema de Pltagoras Investiga
! también lo que ocurriria en caso de no ser perpendiculares a y b.

............................................................................................................................................

6. Graficamente, se puede interpretar el producto escalar de dos vectores
como el producto del médulo de uno de ellos por la proyeccién del otro

sobre él.
proy.v
proy.-v - -
Observamos que cosa= ——=— = proy.v = |v|: cosa
| v I
Si sustituimos en la definicién de producto escalar u:v = |u|:|v |:cosa
obtenemos: u-v =|ul proy-v que confirma lo que habiamos

afirmado en un principio.

La definicion de producto escalar de dos vectores exige, para que pueda
aplicarse, que se conozcan o puedan calcularse los mdédulos de ambos vectores vy el
angulo que forman. Pero lo habitual es que los vectores vengan dados por sus
componentes o coordenadas en una cierta base. Es por eso que se hace necesario
encontrar otra manera de calcular el producto escalar de vectores a partir de sus
componentes.
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7. EXPRESION ANALITICA DEL PRODUCTO ESCALAR

-

Sean dos vectores a y b y una base cualquiera B = {Cl, Q}.

Sabemos que a y b son combinacion lineal de los vectores de la base y, por tanto,
tendran unas coordenadas respectivas en dicha base. Supongamos que:

-

a=a,'u+a,v y b=b,-u+b,v
entonces se cumplira: arb=(,'u+a,-v)-(b,;u+b,'v)=
=a,-b,-(u)*+ a,-b,-u-v+ a,-b, -v-u+a,-b,:(v)?
Para poder desarrollar esta igualdad seria necesario conocer el modulo de
los vectores U y v y el angulo que forman para poder calcular el producto u-v.

Si proponemos que la base B sea ORTOGONAL , favoreceriamos este
desarrollo, pues al conocer el angulo entre u y v (90°) podriamos afirmar que
tanto u- v como v- u serian iguales a 0, por tanto, el producto quedaria:

-

a-b = a1'b1'( u)z +a2'b2'( V)2 7 a1'b1'| ulz +az'b2'| V|2

f

consecuencia 3

Si ademas proponemos que la base sea ORTONORMAL (vectores
perpendiculares y unitarios) el producto alcanzaria su expresién mas favorable en

cuanto a sencillez, pues al ser 1 los médulosde u y v tendriamos que:

a-b=a,-b, +a,-b,

Esta férmula sélo es cierta si la base es ortonormal; lo que favorece la eleccién, si
es posible, de la base candnica.

Ejemplo: (2,-5)(-3,-1) = 2:(-3) + (-5)(-1) = -6+ 5 = -

| Actividades

| . . .

:7.- Dados los vectores u(2,3). v(-3,1) y w(5,2) calcula:

| a) (3u +2v) - w by (U-Vv)-w

|
| . .

:8.- Calcula x, de modo que el producto escalar de u(3,-5) y v (x,2) sea igual
I a’7.
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[

9.- Dado el vector [l(-5, k) calcula k de modo que:
a) u sea ortogonal a \7(4,-2)
b) El mddulo de u sea /34
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8. ANGULO ENTRE DOS VECTORES

Podemos ahora calcular el angulo formado por dos vectores sin mas
que aplicar la definicién de producto escalar y su expresion analitica.

. - - - a-b
Sabemos que a:b=|a]:|b|cosa = cosa = ————
lal-|b]

Suponiendo que (a,,a,) y (b,,b,) son las coordenadas respectivas de a y

b en una base ortonormal, tendriamos que:

a,'b, +a,b,
Jai +aZ-b? +b?

COosa —

NOTA: Ten en cuenta que esta formula sélo es valida si las coordenadas de los
vectores estan referidas a una base ORTONORMAL.

Habras observado ya las ventajas de la base candnica. Por ello, salvo que
se especifique otra cosa, entenderemos que los vectores estan expresados en dicha
base.

Ejemplo: Calcula el angulo determinado por los vectores 5:(2,2) y
b=(3,0)
23+20 6 2 2 1 2
Cosa = = = = — = —= = — > q= 45°
Ja+4J9+0 V83 8 22 2 2
- """ " " " " " " " "> " ">">""~"”" """ "0 F Y 77— - - === 1
Actividades

10.- Halla el angulo que forman los siguientes pares de vectores:
) u(3,2), V(1,55 b) a(Le), b(-3,3)

11.- Calcula x para que los vectores 5(7,1) y B(l,x) formen un angulo de
450,
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VECTORES EN EL PLANO. PRODUCTO ESCALAR.
EJERCICIOS y CUESTIONES

- - d - -
1.- Escribe los vectores u, v, W como combinacion linealde x e vy.

¢Cudles serdn las coordenadas de esos vectores respecto a la base B(x,y) ?

v — W

K 4

2.- Si las coordenadas de los vectores u y v son (3,-5) vy (-2,1) obtén las
coordenadas de :
> 1- o 3-
a) -2u + =v b) -u-=v
) 2 ) 5
3.- Dados los vectores 5(3,-2), B(-1,2) y E:(O,-S) calcula m y n de modo

que: ¢ =ma + nb.

4.- Halla las coordenadas de un vector (/(x,y) ortogonal a ﬁ(3,4) y que mida el

doble que u.

-

5.- Dados 5(2,1) y 5(6,2) halla un vector v tal que vea =1 y vib.

6.- Siendo l](5,—b) y (/(a,2) halla a y b sabiendo que u y v son
ortogonales y que |(/| = J13.

7.- Dado el vector ﬂ(6,—8), halla:
a) Los vectores unitarios de la misma direccién que u.
b) Los vectores ortogonales a u gue tengan el mismo modulo que u.
c) Los vectores unitarios y ortogonales a u.

d) El vector de la misma direccién que u y sentido contrario, de mddulo 2.

8-Sijlul=3 y (u+v)-(u-v)=-11,  halla|v].
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9.- Se sabe que c=a+2b y d =5a-4b son perpendiculares y que a

y b son unitarios. ¢éCudl es el angulo que forman a y b?

10.- Halla las coordenadas de un vector b sabiendo que forma un angulo de 60°

con 5(2,4) y que los mdédulos de ambos son iguales.

11.- Dados los vectores 5(1,-1) y B(Z,x) calcula x para que dichos vectores:
a) sean perpendiculares

b) formen 60°
c) sean paralelos
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CUESTIONES

1.- Indica si el resultado de las siguientes operaciones es un numero o un vector:
a) 2a-b b) (a-b)-c c)(3a-2b)c d)(a+b)(a-b)

2.- Busca un contraejemplo para demostrar que si a:b= a-:c no se deduce

que b=c.

3.- Demuestra que todo vector [l(a,b) se puede expresar como combinacion
lineal de los vectores (0, x) y (t,t) siendo x y t numeros reales.

4.- Si multiplicamos un vector u por un n° real k, siendo k>1, halla la

relacion que existe entre el modulo, direccion y sentido de u y de ku.
¢Qué ocurririasi -1 <k<1 o k<-1?

5.- Sielconjunto B = {u,v} es una base del espacio Vz, razona si son
verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones (*):

a) El conjunto {Cl, —\7} es una base de V2.

b) El conjunto {ﬂ, —\7} es linealmente dependiente.
c) Todos los vectores de V? los podemos expresar como una

combinacién lineal del conjunto { u, v, - v }.

d) El conjunto { \7,— \7} es una base de V?.

6.- Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones(*):

a) Existe alguna base de V? formada por tres vectores.
b) Dos vectores cualesquiera son siempre linealmente independientes.

c)Si B =<{u,v} esunabase del espacio v? , entonces todo vector de v?
se puede expresar como una combinacion lineal de los vectores del

conjunto B’ = {u,v,w3}, siendo w un vector cualquiera.
d) Dos vectores cualesquiera siempre forman una base de V2.

(*) Recuerda que si quieres demostrar que un enunciado es falso, es suficiente
con que encuentres un contraejemplo, es decir, un caso concreto en el que no
se cumpla. Sin embargo, si quieres demostrar que es verdadero, debes
argumentarlo en todos los casos posibles sin excepcién (como serd imposible
analizar cada caso uno a uno, se puede recurrir a letras genéricas para realizar
la demostracion, o bien utilizar definiciones, propiedades o teoremas vya
establecidos en la parte tedrica).

7.- Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones(*):

a) Si el producto escalar de dos vectores es distinto de 0, se cumple que
los vectores son linealmente independientes.

b) Si el producto escalar de u y v es 0, entonces B = {ﬂ,\?} €s una
base del espacio V2.
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c) El vector nulo es ortogonal a cualquier vector, ya que su producto
escalar es 0.

d) Si u es un vector cualquiera, se cumple que:

u-(u)=-ul’

8.- Si el producto escalar de dos vectores es negativo, se puede asegurar que

a) esos dos vectores tienen sentidos opuestos

b) esos dos vectores forman un angulo obtuso

¢) uno de los dos vectores tiene modulo negativo

d) nada de lo anterior. No tiene sentido el planteamiento.

9.- Si |[a|=3, |b]|=2Yy a-5=%, se puede asegurar que

a) a y b no estan dados en forma normal

-

b) el angulo que forman a y b es obtuso

c) a y b son perpendiculares
d) no tiene sentido el planteamiento.

- - - - -

10.- Los vectores a y b talesque |a|=2, |b|]=5 vy a-b =-10:

a) forman una base ortonormal
b) forman una base no ortonormal
c) no forman base
d) no tiene sentido el planteamiento.
L, a
11.- La expresion ﬁ representa
a

a) un vector de la direccion y sentido de a y moddulo 1

¢ Wi

, 1
y modulo ——
lal

b) un vector de la direccién y sentido de

c) el coseno del angulo que forma a consigo mismo.
d) Nada. No se pueden dividir vectores por nimeros.

12.- ¢Qué valores han de darse a m para que los vectores a(m,2) y b(-6,3m?)
expresados en una base ortonormal, sean perpendiculares?

a) 1y 2 b) 0y 2 c) 1 d)oy1

13.- En un cuadrado ABCD ( con los vértices dados en ese orden) cuyo lado mide
1, sefiala cudl de las siguientes afirmaciones es FALSA:

a) |AB|-|CD| =1
b) |AB|-|CB|=0
c) |CD|-|BA|=1
d) |AC|-|BD|=0
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UNIDAD DIDACTICA 6

LA RECTA EN EL PLANO

1° BACHILLER
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OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. Obtener todas las ecuaciones de la recta: vectorial, paramétricas,
continua, general, punto-pendiente, explicita y candénica.

2. Determinar la posicién relativa de dos rectas en el plano.
3. Calcular el angulo entre dos rectas.
4. Determinar una recta perpendicular a otra por un punto dado.

5. Obtener la distancia de un punto a una recta o entre dos rectas
paralelas.

6. Calcular la mediatriz de un segmento y las bisectrices entre dos
rectas.

7. Calcular el punto simétrico de uno dado respecto a una recta.

8. Resolver problemas relacionados con distancias, angulos,
mediatrices y bisectrices.

CONCEPTOS:

1. Ecuaciones de la recta.

2. Determinacion de una recta. Puntos alineados.

3. Posicion relativa de dos rectas en el plano.

4. Angulo entre dos rectas.

5. Distancia punto-recta y recta-recta.

6. Lugares Geométricos.

7. Mediatriz de un segmento. Bisectrices de dos rectas.

8. Recta perpendicular a otra por un punto.
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LA RECTA EN EL PLANO

1. INTRODUCCION

Para trabajar en el plano necesitamos definir un sistema de referencia.
Eso nos permitira “localizar” puntos y rectas para, entre otras cosas, determinar
posiciones entre ellas, realizar mediciones de distancias, angulos, areas, etc.

Definicidn: Se llama sistema de referencia en el plano, al conjunto 10, u, v}

formado por un punto fijo O del plano y una base {G \7} de vectores de dicho plano.

Sabemos que cualquier otro punto A del plano forma, con el punto fijado
O, un vector OA que llamamos vector de posicién, y que, por definicibn de base,

se podra escribir como combinacién lineal de u y v; es decir, tendra unas
coordenadas en dicha base.

Definicion: Llamamos coordenadas del punto A a las coordenadas de su vector
de posicidn OA, es decir, A(a,b).

Como ya indicamos en el tema anterior, las bases ortonormales, y en
concreto la base can6nica B= {(1,0), (O,l)}, son las mas utilizadas por sus ventajas

operativas.

v

2. ECUACIONES DE LA RECTA

Determinar una recta es conocer todos los puntos que la componen.

Como es imposible escribirlos uno a uno por ser infinitos, se busca una

caracteristica comun que cumplan ellos y ningun otro punto del plano. Por

ejemplo: la bisectriz del primer cuadrante esta formada por los puntos (x,y) de la
forma (1,1), (3,3), (-2,-2), (4'7,4'7), (0,0) etc. es decir, todos los puntos de la

recta tienen las dos coordenadas iguales (ningun otro punto del plano cumple esa

condicion) y podemos referirnos a ella

4 genéricamente como Yy = X, Yya que con
ello, estariamos describiendo todos sus
V=X puntos.

v
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Has estudiado en cursos anteriores que y = 3x-1 es la ecuacion de una
recta. Esto significa que todos los puntos de esa recta cumplen la siguiente
condicién: que su segunda coordenada (ordenada) es el triple de la primera
(abscisa) menos una unidad. Con ello, sabes que el punto (1,2) es de la recta (2
es el triple de 1 menos una unidad) y el punto (1,0) no lo es.

Eso te permite no sélo averiguar cualquier punto de la recta, sino reconocer
si un punto dado pertenece o no a ella.

2.1 ECUACION VECTORIAL
Sabemos también que una recta queda determinada por completo si

conocemos dos de sus puntos o, lo que es lo mismo, si conocemos un solo punto y
un vector de su misma direccion (utilizaremos asi lo que hemos aprendido sobre

vectores).
A /

Supongamos que conocemos un punto A de la recta y un vector de su
misma direccién v. Consideramos un sistema de referencia {O u, v} respecto al

cual, las coordenadas de Ay v son A(a,,a,) vy v(vl,vz).

VV,,V,)

/ZV

Aa,a X(x.y)

v

Para determinar la ecuacién de la recta es necesario conocer la condicién
que cumplen todos sus puntos. Por ello, elegimos un punto X(x,y) cualquiera de la
recta y observamos su comportamiento.

Si trazamos los vectores de posicibn de Ay X y los llamamos a y X
respectivamente, tendremos:

Observa que se verifica una suma de vectores a+ AX= x
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Es evidente que el vector AX es siempre paralelo al vector v, sea cual
sea el punto elegido (X) de la recta. Esa es la condicidon que cumple cualquier
punto de la recta y ninguno fuera de ella.

Por tanto, al ser AX y v paralelos, se cumplird que son proporcionales,
es decir, existird algdn n®real t talque AX =t-v.

Si sustituimos en la igualdad a + AX= x , obtenemos x=a +t-v .

Y sabiendo que x (x,y), 5(al, a,), (por ser vectores de posicion) y que \7(vl,v2)
tendremos finalmente:

x,y)=(a,,a,) +t (v,,v,) donde teR

Esta expresion recibe el nombre de ECUACION VECTORIAL de la recta.

El n® real t serd uno u otro dependiendo de cual sea el punto X elegido.
En el grafico anterior, el punto X dibujado correspondera a un valor de t=2
aproximadamente. Cuanto mayor sea t, mas se aleja X por la derecha de A, y si t
es negativo, obtendremos puntos X de la izquierda de A. (El propio punto A se
obtendria para t =0).

Es l6gico pensar que los infinitos valores de t posibles dan lugar, cada uno
de ellos, a los infinitos puntos (X,y) de la recta.

Ejemplo: La ecuacion de la recta que pasa por A(1,2) y tiene la direccion
del vector v (-1,5) es: xy) = (1,2) +t(-1,5) teR

(x,y) simboliza cualquier punto de la recta. Si quieres obtener uno, sélo tienes
que dar un valor a t. Por ejemplo, si t=3 , (X,y) = (-2,17) es un punto de la
recta. Y (2,-3) es otro, correspondiente at = -1.

Dibuja la recta y comprueba que estos puntos pertenecen a ella.
¢Es (-1,5) un punto de esta recta? Razoénalo.

El punto A que aparece en la ecuacidon puede ser cualquiera de la recta, y el

vector, cualquiera proporcional a v, es decir, la ecuacion:
x,y) = (-2,17) + t(-2,10) es la ecuacibn de la misma recta, aunque
aparentemente parece la de otra recta distinta a la anterior.

2.2 ECUACIONES PARAMETRICAS

Operando la ecuacién vectorial obtendremos otras ecuaciones de la recta
con formatos distintos.

(X!y) = (al’az) + t'(Vl,Vz) = (X1y) = (al’aZ) + (t'vl!t'vz) =
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(le) = (a1+ tv,,a,+ t'vz) =
X=a, +tv,
Ecuaciones paramétricas y=a, +tv,

Ejemplo : la recta del ejemplo anterior (x,y) = (1,2) + t(-1,5) teR
se escribiria en paramétricas:
X= 1-t
y= 2+5t teR

Sus puntos se obtendrian igualmente dando valores a t.

1.- Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P(3,1) y Q(-1,5).
Obtén otros dos puntos de dicha recta.

X=1+3t

2.- Halla m para que el punto A(-5,m) pertenezca a la recta r: y=2-4t

2.3 ECUACION CONTINUA

Si ahora despejamos t en ambas ecuaciones paramétricas e igualamos los
resultados, obtenemos:

de donde se deduce que

Ecuacién continua de la recta.

Ejemplo: siguiendo con el ejemplo anterior, la ecuacién continua de la
. x-1 y-2
recta seria : —_— =
-1 5

Observa que t ha desaparecido pero, igualmente, esta expresion define la
recta, pues todos sus puntos estan expresados en ella a través de una condicion
a cumplir: “ los puntos cuya primera coordenada menos una unidad partido de
-1, sea igual que la quinta parte de la segunda coordenada menos dos
unidades” son de esta recta.

Para calcular un punto basta dar a “x” un valor cualquiera, y despejar “y”
2-1_y-2  ,_Y¥Y-2_

-1 5 5
>y—-2=-5> y=-3, luego (2,-3) es un punto de esta recta.

(o al revés). Por ejemplo: six=2=>

¢Loes (1,-1)?
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2.4 ECUACION GENERAL

De la ecuacién continua pasamos a la ecuaciéon general sin mas que
multiplicar “en cruz”.

X - -a
—Vaiz—yv 2 > v,(Xx-a,)=v, (y-a,) > V,X-Vv,:a, =V,:y-v,-a, >

1 2

>V, X -V,'y+vVv,-a, -v,-a, =0

Esta expresion incluye un término en x (v,-X), un término en y (v,-y) Yy un
término independiente (v,-a,- v,-a,).

Distinguiremos esto mas claramente si llamamos A, B y C a dichos términos:

A=v, , B=-v, y C=v,a,-v,a,

Entonces la ecuacién queda expresada:

AX+By+C=0

Ecuacion general de la recta.

. .. . . x-1 -2
Ejemplo: la ecuacién continua anterior 1 = y5
forma general: 5x-5=-y+2 => 5x+y—-7=0

se expresaria en

A diferencia de las tres ecuaciones anteriores (vectorial, paramétricas y

continua) en la ecuacién general no son evidentes el punto y el vector director,
pero se obtienen facilmente.

El punto puede calcularse dando un valor cualquiera a x 6 y. Por ejemplo:
x=1, y sustituyendo en laigualdad: 5-1 +y—-7=0> y=2. Punto (1,2).

El vector se obtiene recordando que en el paso anterior
es decir, v,=-B y

A=v, vy B=-v,,
v,=A. Como el vectores v=(v,,V,) tendremos:

v= (-B,A) vector director de la recta

Ejemplo: Dada la recta de ecuacién 3x+2y-1=0, halla las ecuaciones
vectorial, paramétricas y continua.

Necesitamos un punto cualquiera y el vector director.
Punto: x=1, 3+2y—-1=0> y=-1 A(1,-1)
Vector v (-B,A) = (-2,3)
Ecuacion vectorial:  (x,y) = (1,-1) +t(-2,3) te R
Ecuaciones paramétricas Xx=1-2t
=-1+ 3t te R

- . X-1 +1
Ecuacion continua —(——= yr-

-2 3

Una de las ventajas de la ecuacion general es que no depende del punto y
vector elegidos de la recta, es decir, cada recta tiene una Unica ecuacién general.
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En el primer ejemplo de esta unidad, las expresiones:
x,y) = (1,2) + t(-1,5) y x,y) = (-2,17) + t-(-2,10) eran dos ecuaciones
distintas de la misma recta, pero si pasamos ambas a forma general,

x-1 -2
—1=y? 5 BXx—5=-y+2 = Bx+y-7=0
+2  y-17
Z?T:ym - 10x + 20 = -2y + 34 = 10x+2y-14 =0 > 5x+y-7=0 —

Podemos sacar otra conclusion importante. Sabemos que la recta de
ecuacion Ax+By+C=0 tiene como vector director v= (-B,A). Si consideramos el
vector n= (A,B) tendremos un vector perpendicular a la recta ya que el
producto escalar de v y n esoO.

V- n= (-B,A)-(A,B) = -B-A+A-B =0, luego vion

El vector n recibe el nombre
de vector normal o vector

S5
-

\Y; asociado de la recta.

v= (-B,A) vector director ( de su misma direccién)
Vectores de

la recta: n= (A,B) vector normal (direccién perpendicular)
C
: Actividad |
| L x =3-5t |
| 3.- Halla la ecuacion general de la recta '
| =-2+3t :
: |

2.5 ECUACION PUNTO-PENDIENTE

La siguiente ecuacion que vamos a estudiar no depende de un punto y del
vector director de la recta, sino de un punto y de la pendiente de dicha recta.

Vamos a introducir el concepto de pendiente (lo escribiremos m).
Entendemos por pendiente la mayor o menor inclinacién de una recta.

[

Estaras de acuerdo en que la primera recta dibujada tiene mayor pendiente
que la segunda. Pero, ¢como cuantificar o medir dichas pendientes? Muy sencillo.
Es posible que hayas visto alguna sefial de trafico donde se advierte del peligro de

una pendiente prolongada.
—10%
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Una pendiente del 10 por ciento (o, mejor dicho, 10 por cada ciento) significa
un desnivel de 10 m. por cada 100 m. de avance; es decir, cada vez que se avanza
100 m. se sube o baja 10.

10
|5
50 100

10 . . L
Como 10% = 100 podemos definir la pendiente como la proporcién entre lo que

. . 1
“se sube o baja” y lo que “se avanza”, es decir, m= ﬁz 0’1 en este caso. (Es

evidente que no es necesario elegir un avance de 100 m. , pues por semejanza de
triangulos la proporcion se mantiene constante en cualquiera de ellos. Si
. 5 .
avanzamos 50 m. subiremos5 y m = %: 0’1 igualmente).
En general, como la pendiente de la recta depende de su direccion y ésta, a

. - . \%
su vez, del vector director v (v,,V,), podemos deducir que m = V—z ya que:

1

Las rectas inclinadas hacia la izquierda tendran pendiente negativa, pues no se
produce “avance” sino “retroceso”.

m<O0

Dicho esto, estamos en condiciones de definir la ecuacidon punto-pendiente de
la recta, que procede de la ecuacion continua al pasar v, multiplicando al otro

miembro.

\Y
= _Z(X_al)zy_az = m'(x_al)zy-az =
1 2 \/1

y-a, = m((x-a,) Ecuacion punto-pendiente

En su expresion se observa que depende de m y de (a,,a,) que son la
pendiente y un punto cualquiera de la recta.

6000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sssscscscsesesssssscsscscscscsnssns

.

¢Puedes conocer el vector director de una recta si tienes su pendiente?
Piénsalo suponiendo que m = 2

cesesecssscses

esecesecscccces

0000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0sssscscsssesnsssssssscscsssnse?
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Ejemplo: En los ejemplos anteriores se pide la recta que pasa por A(1,2) y

tiene la direccién del vector v (-1,5).

\% 5
Como m= %= =]

1

= -5 la ecuaciéon punto-pendiente sera:
y —2 =-5(x-1)

* Observa que si operas y pasas todo a un miembro, obtienes la
ecuacion general:

y—2=-5x+5 = b5bx+y-7=0

4.- Halla las ecuaciones paramétricas de la recta 5x -3y + 8 = 0. Escribela
también en forma vectorial, continua, explicita y punto-pendiente.

2.6 ECUACION EXPLICITA

Puede deducirse tanto de la ecuacidon general como de la punto-pendiente,
sin mas que despejar y.

y-a,=m-(x-a,) > y=m(Xx-a,)+a, > y=mx-ma,+a,

Como (-ma,+ a,) esun téermino independiente, podemos referirnos a el
llamandole b. De esta forma la ecuacion quedaria:

y=mx-+Db Ecuacion explicita

Queda a la vista que el coeficiente de x representara siempre la pendiente
de la recta.
¢Qué representa b? Veamoslo.

Sidamos a x el valor 0 (x=0) tendremos: y = m-0+b, es decir six=0,
y = b . Eso significa que la recta pasa por el punto (0,b) que, por su forma, es
un punto del eje Y.

Luego “b” (en realidad (0,b)) es el punto donde la recta corta al eje Y vy
recibe el nombre de ordenada en el origen.
A

N

=mx+b

v

Ejemplo: Si consideramos la ecuacion general o punto- pendiente de
los ejemplos anteriores, llegaremos a la explicita.

y—2=-5(x-1) > y=-5x+5+2 = y=-bx+7

Bx+y-7=0 > y=-b5x+7
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00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000scsesesssocssssscscsscsesssssnsscss

¢Podrias pasar de la ecuacion explicita a las anteriores? Inténtalo con y = -2x+1

sesecssscscscscny
®esecescscccccces

00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sscscscsesssssssssscscscsesssssnsscse

2.7 ECUACION CANONICA O SEGMENTARIA

En esta ecuacion lo que queda a la vista son los dos puntos de corte con los
ejes, (a,0)y (0,b). Su formato es:

X Yy
_+_=1
a b

Comprueba que pasa por (a,0) y (0,b) sustituyéndolos en la ecuacion.

cesesscses

a” se llama abscisa en el origen y

~b

“b” ordenada en el origen, como ya sabes.

v

a

Ejemplo: Si conoces una recta en forma canodnica es mas facil dibujarla, pues

conoces directamente dos de sus puntos.
§+ % = pasa por (2,0) y (0,3) 3

I\ g
Para pasar de la candnica al resto de ecuaciones basta con operar su expresion.
3x+2
Yy -1

5 > 3X+2y =6 > 3x+2y—-6=0

Estas siete formas distintas de dar una recta nos permiten encontrar la
manera mas comoda de expresarla, segun los datos que de ella dispongamos:
punto y vector, pendiente, puntos de corte con los ejes, etc.

Es posible que de la recta conozcamos dos puntos Ay B. En ese caso basta
con darnos cuenta de que, en realidad, también disponemos de un punto y un
vector puesto que, como punto, nos vale cualquiera de los dos, y como vector

podemos utilizar el formado por los dos puntos: bien AB , 0 bien, BA.

Ejemplo: Ecuacion de la recta formada por los puntos A(-1,3) y B(0,1).

Punto B(0,1)
Vector AB = (0-(-1), 1-3) = (1,-2)
L. . . x _ y-1
Ecuacion continua (por ejemplo) 1 = Y
Comprueba que si hubieras elegido el punto A y el vector 5’-\ la ecuacion
general seria la misma.
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0000000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sscssscscsesesssssssssscscsssncnsss,

: ¢Como seria la ecuacion continua y general de una recta paralela al eje X?
: ¢y paralela al eje Y?
: Piénsalo primero eligiendo una ecuacion concreta y generalizando después.

o,
...........................................................................................................................................

|
|
5. Hallar, en todas las formas posibles, la ecuacion de la recta que pasa por el I
punto A(3,5) vy es paralela al eje Y. :

[

3. POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS

Sabemos que dos rectas en el plano s6lo pueden ser: secantes en un punto,
paralelas o coincidentes.

. . . AXx+By+C=0
Sus respectivas ecuaciones forman un sistema cuya
A'xX+B'y+C'=0
solucion, es decir, el conjunto de puntos que satisface las dos ecuaciones a la vez,
son sus puntos comunes (puntos de corte).
Podemos distinguir tres casos:
1) Si el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO tendra solucion Gnica. Lo que
significa que las rectas son secantes en ese punto.

Eiermolo 3x-y-1=0 {3x—y—1=0
jemplo: =
X+y-3=0 -3x-3y+9=0
-4y+8=0 => y=2; 3x-2-1=0 > x=1
Solucion: punto comun a las dos rectas (1,2)
Si te fijas, dos rectas secantes deben tener
direcciones distintas; es decir, sus vectores
(-B,A) vy (-B’,A’) no deben ser proporcionales,
1,2
. -B A
luego debe cumplirse—;* — A * B
- B A Al Bl
=
A _ B
RECTAS SECANTES = " * =

. 3
En el ejemplo se observa claramente que 1 * 1

2) Si el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO tendra infinitas soluciones;
luego las rectas se cortaran en infinitos puntos, es decir, son coincidentes.

Eiemblo -X+2y+4=0 -2X+4y+8=0
J plo: >
2x-4y-8=0 2x-4y-8=0
0=0
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(La segunda ecuacion es la primera multiplicada por -2).
Si son coincidentes, las dos ecuaciones son iguales o proporcionales, es decir,

COINCIDENTES = % =—=—

. -1 2 4
En el ejemplo —=—=—
2 -4 -8

3) Si el sistema es INCOMPATIBLE no hay soluciéon; por tanto no habra puntos
de corte y las rectas seran paralelas.

-X+2y+4=0 -2X+4y +8=0

=

2x -4y -1=0 2x-4y-1=0
7=0

Ejemplo: {

Es claro que las rectas seran paralelas si sus vectores (-B,A) y (-B’,A’) son
-B A A B
2 _4 5 4_°
-B' A' A" B'

Sin embargo C y C’ no deben cumplir esa proporcién para evitar que sean
coincidentes, luego:

proporcionales, es decir,

RECTAS PARALELAS = A :Ex c
A" B C

. -1 2
En el ejemplo > =—

4
+ —
4" -1

...........................................................................................................................................

* Aflade una ecuacion a 3x-y+2=0 de modo que sea una recta

a)secante a la dada b) paralela c) coincidente

............................................................................................................................................

Actividad

6.- Halla la posicién relativa de los siguientes pares de rectas:

c) 3x+5y-4=0, 6x+10y-8=0

b) 3x.y+4=0 {X:Z-ﬁ-t

|
|
|
|
|
|
|
a) 2x-3y+1=0, -6x+9y-1=0 :
|
|
y=1+t :

|
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4. ANGULO ENTRE DOS RECTAS

Definicidn: Se entiende por angulo entre dos rectas, el menor de los angulos
que forman sus vectores directores.

Es evidente que o tomara valores comprendidos

B entre 0° y 90°, es decir, 0°< a < 90°.
Formaréan 0° las rectas paralelas o coincidentes, y
U v 90° las rectas perpendiculares.
o

Para calcularlo utilizaremos la expresiéon del angulo entre dos vectores, con
un pequefio matiz.
u-v .
Sabemos que: cosoa= ———=— pero, como desconocemos el sentido de los
ful-lv]
vectores u y Vv que determinan las rectas, es posible que no sea o el angulo
obtenido, sino su suplementario B.

En cualquier caso, por ser o y B angulos suplementarios, la Unica diferencia

al calcular su coseno seria el signo, pues los angulos suplementarios tienen cosenos
opuestos. Por ello, nos aseguraremos que el angulo calculado es el menor
(1¢ cuadrante) afadiendo a la féormula un valor absoluto. (Lo haremos en el
numerador pues el denominador ya es positivo por ser un producto de médulos).

Suponiendo que las rectas tengan por ecuaciones AXx+By+C=0 y A'X+B’y+C’'=0
respectivamente, tendriamos u= (-B,A) y \7:(—8’,A’)

coso = I U'VI — I (_BvA)'(_BliAI)I — I (_B)(_B')"'AA'I
a = > = —_— =
lul-lvl  JAz+B24/A2+B2  JA? +B?+/A24B2
| AA+BB|
COSa =

VAZ +B? /A2+B?

Ejemplo: Calcula el angulo formado por las rectas 3x+y-1=0 y -x+2y+5=0

[3¢-1)+12] [-1] 1 2 2
COSa = = = =— = arccos—
“TEerjay+2z o sz w0 - ¢ 10

En el caso particular de que las rectas fueran perpendiculares (a =90°), como
| AA+BB'|

VA? + B2 AZ+B?
|A-A+B-B'|=0 > A-A+B.B'=0, es decir u Ll v.

cos90° =0, deberia cumplirse que =0 lo que supone
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Actividades

7.- Halla el valor de m para que la recta 3x + my = 0 forme un angulo de 30°
con el eje X.

8.- Halla el angulo que forman las rectas r: y = 2x-1 S:Iy = -X+2.

5. PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

Condicién de perpendicularidad de dos rectas: A-A’+B-B’=0.
Condicion de paralelismo de dos rectas %zgi %

...........................................................................................................................................

§<;Son perpendiculares x-2y+3=0 y 2x+y=0?

gEscribe una recta perpendicular y otra paralela a la recta 3x-2y+4=0.

............................................................................................................................................

Veamos ahora una condicion de paralelismo y perpendicularidad equivalente a
las anteriores, pero que dependa no de los coeficientes de las rectas, sino de sus
pendientes.

Supongamos dos rectas cualesquiera Ax+By+C=0 y A'’X+B’y+C'=0 cuyos

- - \% . .
vectores son u= (-B,A) y v=(-B’,A’). Como m =-%, las pendientes respectivas
Vl

. A , A
serian m = - — y m=-—
B B'

Si las rectas son paralelas es claro que tendran la misma pendiente, es decir,
m=m’.

Si son perpendiculares debe cumplirse que A-A’+B-B'=0 = A-A'=-B-B’
Y dividiendo toda la igualdad entre B-B’ tendriamos:

AN =-1 = (A](ijz -1 = (-m@EmM)=-1 > mm =-1
B-B' B\ B'
A
— =-m
B
Condicion de paralelismo %=§= g o bien m=m’
Condicién de perpendicularidad A-A’+B-B’=0 o0 bien m-m’'=-1

Con estas condiciones es facil distinguir si dos rectas son paralelas o
perpendiculares sin mas que mirar sus ecuaciones.
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Podemos también escribir rectas paralelas o perpendiculares a una dada. Para
ello sélo tendremos que usar, respectivamente, el vector director o el vector
normal.

Actividades

9.- Dadaslasrectas r:ax +3y+2=0 ys:bx—9y—-1=0, hallar a y b
sabiendo que las rectas son perpendiculares y que r pasa por el punto P(2,0).

que: a) las rectas sean paralelas
b) las rectas sean perpendiculares
c) las rectas sean secantes no perpendiculares
d) las rectas sean coincidentes

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
:10.— Las ecuaciones de dos rectas son 3x+5y+3=0 y 6x-my-1=0. Halla m para:
| |
| |
| |
| |
| |
: e) la segunda recta pase por (1,0). :
| |

6. RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES A UNA DADA.

Para calcular una recta paralela a una recta r dada por un punto A, se
mantiene el mismo vector de r, pues dos rectas paralelas tienen la misma direccion.

X-1 y+2

Ejemplo: Halla una recta paralela a r: 3 = 5 por el punto A(-1,0).
La recta sera: 1 y.
3 5

Si la recta inicial viene en forma general, mantener el vector es lo
mismo que mantener los coeficientes de x e y (donde el vector esta situado) y
dejar libre C para calcularlo a través del punto A. Por ejemplo:

Recta paralela a 2x-y+3=0 por el punto A(-1,3)
La recta sera de la forma 2x-y+C=0. Como A debe pertenecer a la recta,

satisface su ecuacion; es decir, 2(-1)-3+C=0 = -5+C=0 = C=5
La recta solucion es 2x-y+5=0 que, por supuesto, es paralela a la dada.

Para calcular una recta perpendicular a una recta r dada por un punto A,
se elige el vector normal de r como vector director de la recta buscada.

Ejemplo: Halla la recta perpendicular a:
r: 2x+3y-1=0 por el punto A(-1,2).

Elegimos el vector normal n= (2,3) como vector

director de la recta, pues es de su misma

direccién, luego la recta buscada sera:

x+1 y-2
2 3

Observa que ambas rectas son perpendiculares

pues 2-:3+3(-2)=0.

= 3x-2y+7=0
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. . . . X +1
Si la recta viene dada en forma continua, por ejemplo 2 y3 , Su vector

normal seria perpendicular a \7=(4,3). Para obtenerlo, basta cambiar el orden de

las componentes y a una de ellas de signo ( n= (-3,4)) pues con ello se consigue
que el producto escalar de ambos vectores sea O.
(4,3)-(-3,4) = 4(-3)+3:4 =-12+12 =0

De hecho (A,B) vy (-B,A) siguen esa pauta.

Por tanto una recta perpendicular a la anterior por el punto (2,-1) tendria la

forma: X__Z = y_+1

Actividades

11.- Halla las ecuaciones de las siguientes rectas:

X=1-t

y =2t

b) Pasa por A(1,3) y es perpendicular a larecta 2x -3y + 6 =0

c) Es perpendicular al segmento @ siendo P(0,4) y Q(-6,0), en su punto

medio.

d) Es perpendicular a la recta 4x + 3y — 6 = 0 en su punto de corte con el
eje de abscisas.

e) Pasa por A(0,2) y es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

a) Pasa por A(5,-2) y es paralela a {

12.- Dado el triangulo ABC donde A(-1,0), B(2,1) y C(3,-1) halla las
ecuaciones de: a) la altura que pasa por A
b) la mediana que parte de A

c) la mediatriz del segmento AB
13.- Calcula la proyeccion ortogonal* ( o pie de la perpendicular) del punto P(3,1)
a larecta -2x+y+1 = 0.

(*) se llama asi al punto de corte de la recta dada con la perpendicular a ella
por P.

14.- La recta 4x-3y=12 es mediatriz del segmento determinado por los puntos
A(1,0) y B. Hallar B y el angulo que forman la mediatriz y el eje X.

7. DISTANCIAS

El calculo de distancias es posible gracias al producto escalar y al concepto de
maoédulo de un vector, y nos permitira resolver problemas de geometria en el plano
( y en el espacio el préximo curso) relacionados con mediciones: longitudes,
areas, perimetros...

Estudiaremos las tres posibilidades: distancia punto-punto, punto-recta y
recta-recta.
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7.1 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Definicion: se define la distancia entre dos puntos A y B, como el médulo del
vector que forman AB (o BA), es decir, siA(a,,a,) y B(b,,b,) entonces:

B
d(AB) = |AB| = I(b,-a,b, -a,)|= +yb, -a)" + (b, -a,)’
d
A
Ejemplo: Halla la distancia entre los puntos A(-1,6) y B(0,3)

d(A,B) = | AB | = |(1,-3)|]= 1% + (-3)* = 410 unidades.

¢Te das cuenta de que esto te permitiria, por ejemplo, calcular el perimetro
de un triangulo o su base si conoces los tres vértices?

Actividad

|
|
|
: 15.- Halla el punto de la recta 3x—4y+8 = 0 que equidista de A(-6,0) y B(0,-6).
|

7.2 DISTANCIA PUNTO-RECTA

Definicion: Se entiende por distancia de un punto P a una recta r, la
distancia minima entre ellos, es decir, la que existe entre el punto A y su
proyeccién ortogonal sobre la recta (Q)

(Se llama proyeccion ortogonal de un punto P sobre una recta al punto de
corte entre dicha recta y la perpendicular a ella por el punto P).

Q(ara,)

\

P(P..P.)

n (AB

Supongamos que la recta tiene por ecuaciéon Ax+By+C=0 ( su vector normal
es n(A,B) ) y que los puntos P y Q tienen coordenadas respectivas P(p,,p,) VY

Q(9,.q,)-
Sabemos que d(P,r) =d = |PQ |

Vamos a realizar el producto escalar de n y QP de las dos maneras que

conocemos: la definicibn y la expresién analitica. Al igualar ambas expresiones
podremos despejar el valor de d.
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Por una parte se cumple que: ﬁas = (A,B)-(p,—q,,p, —0,) =
A( pl_q1)+B'(p2_Q2) = A'pl_ Aq1+ B'pz_ BQ2 = Ap1+ B'pz_ (Aq1+ Bq2)=

= Ap1+ sz_ (_C) = Ap1+ Bp2+C
*

Como Q es un punto de la recta, - —
satisface su ecuacion, es decir, Luego, por una parte n-QP= A-p, + B-p,+C

Aq, +Bq, +C=0 = Aq, +Bg,=-C

Por otra parte se cumple que: ﬁa?: = |ﬁ|-|(§5|- cos{00 =

180°
In]-|QP|-(+1) = +JAZ +B? .d
Como ambas expresiones son iguales por serlo n a5 obtenemos:

Ap, +Bp, +C
+VJA? +B?
signo final del cociente porque depende de los valores de A,B,C,p, etc. , y la

distancia debe ser un valor positivo, necesitamos afadir un valor absoluto a la
formula para que realmente responda al valor de una distancia, luego:

Ap,+Bp,+C= £JyA? +B* .d = d= como desconocemos el

4= |Ap, +Bp, +C| _ |Ap, +Bp, +C|
| +JAZ +B? | $ | JAziB® |
Una vez en valor absoluto, es indistinto el signo del interior
pues |a|=]|-al, luego podemos dejar el signo +.
|A-p +B-p +C|
Se deduce entonces que d= 1 g
| VA?Z +B? |

Ejemplo: Halla la distancia del punto A(-1,3) a la recta 2x-y-5=0

=2 «/g unidades.

Como verds, para aplicar la férmula es suficiente con sustituir las
coordenadas del punto en la ecuacion de la recta, dividir entre el médulo del vector
normal y poner todo ello en valor absoluto. Su uso en los problemas es sencillo.
Pero parece interesante, no solo usarla, sino conocer su procedencia, “cémo” la
hemos obtenido. ¢No te parece?

133



Colegio Vizcaya 1° Bachiller

...........................................................................................................................................

Averigua qué ocurriria en caso de que el punto del que se quiere hallar la
: distancia no fuera exterior, sino que estuviera contenido en la propia recta.

:  ¢Te parece una férmula atil para calcular la altura de un triAngulo conociendo lo$
Vértices?( entre otras cosas) :

.
...........................................................................................................................................

16.- Halla la distancia del punto P(5,-1) a las siguientes rectas:

a) 3x+4y—2=0 b) {Xzz't ) y=5
y =-3t

17.- Halla el valor (o valores) de c para que la distancia del punto A(6,2) a la
recta x-4y+c=0 sea /17 unidades.

18.- Halla un punto del eje de ordenadas que equidiste de las rectas 3x-4y=0
y 4x+3y+2=0.

7.3 DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS

Estaras de acuerdo en que la distancia entre dos rectas coincidentes o
secantes debe ser 0, puesto que siempre entendemos por distancia la minima
distancia.

Si son paralelas, bastara con elegir un punto cualquiera de una de ellas y
calcular la distancia de ese punto a la otra recta, pues el resultado sera
independiente del punto elegido.

d(r,s) = d(A,s) siendo Aer

Ejemplo: Calcula la distancia entre las rectas r: -x+3y+2=0 y s: 2x-6y+1=0

. A B C -1 3 2
Comprobamos previamente que son paralelas: —=— — = —=——# —
At B C 2 -6 1

l22-60+1|_| 5 | _ 5/40 _ 52410 _ 410
d , =d A, = = = = = .
(rs)xd®s) | Ja+36 | |Jao| 40 40 2 U

Elegimos el punto A(2,0) er

Comprueba que la distancia seria la misma si eliges otro punto de r.
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Si fueran secantes y eligiéramos un punto de una de ellas para calcular su
distancia a la otra, nos daria una solucién incorrecta, pues probablemente seria
distinta de O. (Sabemos que la distancia
entre dos rectas secantes es 0)

Por eso es imprescindible comprobar de antemano la posicion de las
rectas antes de calcular la distancia entre ellas.

Actividad

|

|

: 19.- Halla la distancia entre las rectas a) r: x-3y+5=0 s: -2x+6y+1 =0
: b) r: 2x+y-3=0 s: x+y-3=0

8. LUGARES GEOMETRICOS

Definicidon: Se define lugar geométrico como el conjunto de puntos que cumplen
una propiedad determinada. También puede entenderse como la figura que forman
dichos puntos.

Por ejemplo: el conjunto de los puntos que distan 2 unidades del punto
A(3,0) formaria una circunferencia de centro A y radio 2. Por eso diremos que el
lugar geométrico de los puntos que distan 2 u. del punto A es una circunferencia de
centro A y radio 2.

Es mas, incluso podemos averiguar la ecuaciéon de dicha circunferencia sin
mas que “obligar” a sus puntos P(x,y) a cumplir la condicién.

Son de la circunferencia los puntos P(x,y) tales que: d(P,A) = 2 = son
puntos P(x,y) / \/(x—3)2+(y—0)2 =2 = (xX-3)*+y®*=4 (ecuacion de la

circunferencia).
Los puntos que la verifiquen (por ejemplo (1,0)) pertenecen a ella.

Si quieres, puedes desarrolarla: x?-6x+9+y’=4 = x*+y?-6x+5=0
Ambas son la misma ecuacion.

En general, si quisieras hallar la ecuacién de una circunferencia de centro
C(a,b) y de radio r, podrias platearlo como un lugar geométrico:

Son puntos P(x,y) / d(P,.O) =r = \/(x —a’+(y-b)y?*=r >

x-a)*+ (y-b)*=r*

Este procedimiento es valido para otros conceptos geomeétricos como
mediatrices, bisectrices, elipses...
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|
|
|
20.- Halla el lugar geométrico de los puntos que distan 2 unidades de la recta l
5x-y-3=0. |
|

|

‘|

|

|

21.- Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de A(-1,0) y B(2,3)

9. MEDIATRICES Y BISECTRICES

Definicién: Se llama mediatriz de un segmento AB al lugar geomeétrico
de los puntos que equidistan de los extremos A y B.

Vamos a comprobar que dicho lugar geométrico

es una recta perpendicular a AB por su punto
medio.

Supongamos que queremos hallar la mediatriz del segmento AB siendo A(-
1,2) y B(0,3).
Planteamos la condicion que deben cumplir sus puntos: equidistar de los
extremos.
Son puntos P(x,y) / d(P,A)=d(P,B) = (X +1)> + (y — 2)> =4/(x - 0)> + (y - 3)> =

= (X+1)2+(y-2)’= Xx*+(y-3)2 = xXZ4+2x+1+§°-4y+4 = X’ +4?-6y+9 =

= 2x-4y+5 = -6y+9 = 2x+2y-4=0 = x+y-2=0 ecuacion de la mediatriz

Es evidente que el lugar ha resultado ser una recta.

000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sssosssscscsesesesnsscssscscses,

Comprueba que es perpendicular a AB Yy que pasa por su punto medio.

...........................................................................................................................................

Visto esto, también puedes calcular la mediatriz haciendo la recta perpendicular a
AB por su punto medio.

...........................................................................................................................................

Comprueba, con el mismo segmento anterior, que se obtiene idéntico resultado. :

...........................................................................................................................................
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Actividades
22.- Halla la ecuacion de la mediatriz del segmento AB donde A(1,3) y B(5,-1).

|
| |
| |
| |
| |
| |
:23.— Halla la mediatriz del segmento AB siendo A y B los puntos de corte con |
| los ejes de larecta 4x—y + 8 =0. :
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I |

24.- En el tridngulo is6sceles ABC, AB es el lado desigual siendo A(1,-2) y B(4,3).
Hallar el vértice C sabiendo que esta en la recta 3x-y+8=0.
Calcular también el area del triangulo.

Definicion: Se llama bisectriz de dos rectas r y s al lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan de ambas rectas.

De la propia definicién se deduce que, si las rectas son secantes, habra dos
bisectrices.
Se observa, como consecuencia de la
definicion, que serdn dos rectas que
R LI dividen los angulos en dos partes iguales.

AT Comprobaremos que eso es cierto,
encontrando el lugar geométrico.

Supongamos que queremos hallar las bisectrices de las rectas r: 3x-4y+5=0
Y s: 4x-3y-2=0. Para ello, planteamos la condicibn que deben cumplir sus
puntos: equidistar de ambas rectas.

Bisectrices: son puntos P(x,y) / d(P,r) = d(P,s)

3X-4y +5 _4x -3y -2

= -X-y+7=0

5 5
=
T 3x—gy+5:_4x—:y—2 . 7x-7y+3=0

Dos cosas iguales en valor absoluto,
Sélo pueden ser iguales u opuestas.

Como ves, obtienes las ecuaciones de dos rectas.

...........................................................................................................................................

Comprueba que son perpendiculares. ¢Crees que es casualidad o debe
cumplirse que las bisectrices son perpendiculares? Razoénalo.

.
...........................................................................................................................................
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00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000scsesesesssssscscscscsesssssssccse

Vamos a plantearnos qué ocurriria si las rectas fueran paralelas. Imagina
primero graficamente como deben ser las bisectrices, y confirmalo en el caso de
‘las rectas r: -x+3y+2=0 y s: -x+3y-4=0 mediante el calculo del lugar
: geométrico.

eseccsscssey

R R R R R Y T T PR PR R,

secececesecscscsesesesesssscscscscsesesesesssscsene

e 6000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000cscsesssesssssscscscscsnsns

|
|
|
|
25.- Halla las bisectrices de las rectas r: 3x+4y=0 y s: 8x-6y+1=0. :
|
26.- Halla las bisectrices de los ejes coordenados. :

|
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LA RECTA EN EL PLANO. EJERCICIOS Y CUESTIONES

1.- El punto P(5,-2) es el punto medio del segmento AB del que conocemos
A(2,3). Halla B.

NOTA:

Dado el segmento E, se cumple que las coordenadas de su punto

medio M son:

. — 11—
Intenta demostrarlo sabiendo que AM :EAB

.

A

_A+B

2

B

v

2.- Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo ABCD, sabiendo que
A(1l2)1 B(5l-1) y C(613)‘

3.- Determina k para que los puntos A(-3,5), B(2,1) y C(6,k) estén alineados.

4.- Completa el siguiente cuadro:

Ec. vectorial Paramétricas | Continua General Punto- Explicita Canoénica
Pendiente
x.y)= (1,2)+1(-1,5)
X = -2+3t
y =4-t
Xx+6 _y-1
-2 7
-X+4y+3=0
y+3=5(x-2)
y = -3X
2 5

5.-

Halla las ecuaciones paramétricas y generales de los ejes coordenados.

6.- De un triangulo ABC se conocen las ecuaciones de sus lados: AB: x +y =0

AC: Xx+2y-6=0 vy BC: x—2y =0. Hallar:

a) los vértices A, By C

b) el area y el perimetro del triangulo

c) Los angulos del triangulo.
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7.- Hallar un punto de la recta y = 3x que diste \/g unidades de la recta
2x-y+1=0. (Hay dos soluciones).

8.- Halla los puntos de la recta x+y-2=0 que equidistan de las rectas 2x-y=0
y 4x+2y-1=0.

9.- Halla el punto simétrico de A(-1,2) respecto a la recta y = -x+2.

10.- Halla un punto de la recta 2x-4y+8=0 que equidiste de los ejes
coordenados.

11.- Larecta 2x+y-4=0 es la mediatriz de un segmento AB donde A(0,0).
Hallar B.

12.- Un tridngulo de area 8 u® tiene dos de sus vértices en los puntos A(1.-2) y
B(2,3). Halla el tercer vértice C sabiendo que esta en la recta 2x+y-2=0.

13.- Halla la ecuacion que cumplen los puntos que distan del origen 3 unidades.
(lugar geométrico).

14.- Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de las rectas
r: 2x-y+1=0 y s: x+2y-3=0. ¢Qué nombre recibe?

15.- Halla las bisectrices de las rectas r: 2x-y+5=0 y s: -4x+2y-1=0

16.- Halla el valor de a para que la recta ax+4y-5= 0:
a) pase por el punto (1,1)
b) tenga pendiente m=2

C) uno de sus vectores sea u= (8,-2)

17.- Halla el area de un cuadrado sabiendo que dos de sus lados estan sobre las
rectas Xx-4y+1=0 y 2x-8y+3=0.

18.- Halla el punto simétrico de P(3,-2) respecto a la recta x+y-2=0 y demuestra
que ambos puntos distan lo mismo de la recta.

19.- Halla las ecuaciones de las rectas paralelas a 4x+3y-3=0 y que disten de ella
2 unidades.

20.- Un triangulo rectangulo en B tiene dos vértices en los puntos A(3,0) y C(1,3).
Halla B sabiendo que pertenece a la recta x - 3=0.
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21.- Sean A(0,8), B(6,0) y C(-2,-2) los vértices de un tridngulo. Halla las
ecuaciones de sus medianas.

22.- Determinar el area del paralelogramo OABC y las ecuaciones de los lados AB
y BC sabiendo que OA esta en la recta x-2y=0, OC en la recta 3x+y=0 vy
que B es el punto B(3,5).

23.- Los puntos B(-1,3) y C(3,-3) son los vértices de un triangulo isésceles que
tiene el tercer vértice A en la recta x+2y-15=0, siendo AB y AC los lados
iguales. Calcular las coordenadas de Ay las tres alturas del triangulo.

24.- Por el punto A(2,6) se trazan dos rectas perpendiculares a las bisectrices del
primer y segundo cuadrantes. Hallar las ecuaciones de dichas rectas.
Halla también las coordenadas de los otros vértices del triangulo formado
por dichas rectasy 3x-13y-8=0.

25.- Coordenadas del punto simétrico del origen respecto a la recta 4x+3y=50.

26.- Hallar m para que las rectas mx+y=12 y 4x-3y=m+1 sean paralelasy
hallar su distancia.

27 .- Dados los puntos A(4,-2) y B(10,0) hallar el punto de la bisectriz del
segundo cuadrante que equidista de los dos.

28.- Hallar el pie de la perpendicular (proyeccion ortogonal) trazada por el punto
P(-1,2) a la recta 3x-5y-21=0 y la distancia de dicho pie al punto en que
esta recta corta al eje X.

29.- Ecuacién de la recta que pasa por el punto P(2,1) y forma 45° con la recta
2x-3y+2=0

30.- Dados los puntos A(2,1), B(-3,5) y C(4,m) hallar m para que el tridngulo
ABC tenga 6 u? de area.

31.- Hallar las ecuaciones de las bisectrices del angulo formado por las rectas 6x-
8y+2=0 y -5x+12y-6=0

32.- Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(-2,1) y distan 1
unidad del origen de coordenadas

CUESTIONES

1.- Las rectas de ecuaciones: 2x-3y+1=0 -3x-2y+3=0
a) son paralelas
b) son perpendiculares
C) coinciden
d) se cortan oblicuamente

2.- Sefala la afirmacién FALSA: El triAngulo de vértices A(-2,3), B(2,5) y C(4,1)
a) es rectangulo
b) es isdsceles
c) tiene area 10
d) alguna de las afirmaciones anteriores es falsa.
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3.- Lasrectas r: x+y=0 , s:x-y=0, t:y-2=0 ;determinan un triangulo?

a) no, porque ry s son paralelas

b) no, porque ry t son paralelas

c) si, porque r y s son perpendiculares

d) si, porque no existe ningun paralelismo entre r, sy t

4.- Si con centro en el punto C(3,-1) se traza una circunferencia de radio \/E el
punto P(1,0) esta
a) fuera del circulo determinado por la circunferencia
b) en el interior del circulo
c) en la circunferencia
d) nada de lo anterior es cierto.

5.- Si tenemos todos los puntos cuya ordenada es el doble de su abscisa,
¢cestaran alineados?

6.- Dada la recta de ecuaciéon x — 2 = 0, contesta, razonando la respuesta, si las
siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Los puntos A(2,10) y B(2,-8) pertenecen a la recta

b) El vector 5(2,0) es el vector de la recta

c) Los vectores de la forma (0,k) son vectores directores de la
recta

d) El punto (0,2) pertenece a la recta

e) Larecta—x + 2 =0 es perpendicular a la dada

7.- Dada la recta de ecuacion Ax+By+C=0, halla la condicién que deben verificar
Ay B para que:
a) La recta sea paralela al eje X
b) La recta sea paralela al eje Y
c) La recta sea perpendicular a la bisectriz del primer cuadrante.

8.- Sea Aun puntoder y B un punto de r’, siendor y r’ dos rectas paralelas.
¢Podemos afirmar que siempre se verifica la relacién d(r,r’) = d(A,B)?

9.- Dadas dos rectas secantes ¢podemos afirmar que las bisectrices de los
angulos que forman dichas rectas son siempre perpendiculares?

10.- ¢(Qué relacion deben cumplir a y b para que las rectas x—ay+2=0
bx+y-1=0 sean: a) paralelas
b) perpendiculares
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UNIDAD DIDACTICA 7

FUNCIONES y GRAFICAS

1° BACHILLER
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OBJETIVOS DIDACTICOS:

1.- Analizar si una gréfica es o no funcion.

2.- Analizar las caracteristicas de una funcién (dominio, imagen, simetrias,

monotonia, periodicidad, extremos absolutos y relativos, acotacion y asintotas)

a partir de su gréafica.
3.- Calcular el dominio de una funcién a partir de su expresion analitica.
4 .- Estudiar la simetria de una funcién a partir de su expresiéon analitica.
5.- Representar graficamente funciones a partir de unas caracteristicas dadas.
6.- Interpretar la evolucion de un fendmeno asociado a su grafica.

7.- Representar graficamente y estudiar las caracteristicas de las funciones

S . k
elementales: polinébmicas hasta 2° grado, racionales, (x) = ,
X-a

exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.
(Trabajo en grupo)

8.- Operar con funciones dadas por su expresion analitica.
9.- Componer funciones dadas por su expresion analitica.

10.- Encontrar la funcién reciproca de otra dada.

CONCEPTOS:

Funcion: definicién y expresion.

Dominio y recorrido de una funcion.

Acotacion. Extremos absolutos y relativos.

Simetrias, periodicidad y monotonia (crecimiento y decrecimiento).
Funciones polinémicas, racionales, exponenciales, logaritmicas
trigonomeétricas.

Funciones definidas a trozos.

Suma y producto de funciones.

Composiciéon de funciones.

.. . -1
Funcion reciproca f .

ahONBE

© ONO
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FUNCIONES Y GRAFICAS

1. INTRODUCCION

El término funcién fue usado por primera vez por el filésofo francés René
Descartes en 1637. En 1694, el mateméatico aleméan Gottfried Wilhem Leibnitz
(1646-1716) utilizo el término para referirse a varios aspectos de una curva, como
su pendiente. Fue él, junto con Isaac Newton, quien comenzé a desarrollar el
Célculo Infinitesimal o de funciones. Sin embargo, el gran matematico de la
llustracion Leonard Euler (1707-1783) fue quien dio por primera vez una
verdadera definicion de funcién, al decir, de una manera un tanto vaga, que f(x)
era el valor de la funcién f asociada al valor de x. (Suyo es el simbolo f(x)).

AUn asi, el concepto de funcidon que hoy en dia todavia utilizamos es el fijado
por el aleman Peter Dirichlet en 1829. Para él, una funcion real de variable real f
es toda aplicaciéon de un subconjunto D perteneciente a R, en el conjunto R,
entendiéndose por aplicacion una correspondencia que asocia a cada elemento de D
un Unico elemento de R.

Para llegar a comprender esta definiciébn necesitamos dar algun paso previo
a través de ideas intuitivas.

Sabes que algunos conceptos pueden estar conectados entre si a través de
una relacién de dependencia. Por ejemplo, el precio del billete de autobus segun la
distancia recorrida, el peso y la edad de un nifio, el area de un circulo segin su
radio, etc. De hecho, en el lenguaje coloquial, se usa la palabra funciéon para
expresar esta dependencia: “El caudal de un rio varia en funcion de la nieve y lluvia
acumuladas”.

Las matematicas permiten “cuantificar” esa dependencia, es decir, escribir
con precision cual es la relacién entre ambos conceptos, e incluso medirla.

Todo consiste en nombrar cada uno de los dos conceptos relacionados.
Llamaremos a uno x y al otro y. Tendremos en cuenta que siempre hay uno de
ellos que depende del valor del otro. Por ejemplo, el area del circulo depende del
radio. Para seguir siempre la misma pauta, llamaremos x a la magnitud
independiente (en este caso, el radio de la circunferencia) e y a la que depende
de ella (area del circulo).

El esquema seria el siguiente: X >y

Radio —___, Area circulo

Decir que el area esta en funcion del radio puede abreviarse asi, si
cambiamos funcién por f: Area = f(radio)
O mejor, si escribimos cada concepto con su nombre y = f(X)

Como ya conocemos el area del circulo, podemos escribir y = f(x) = ©-x?
Es mas, solemos cambiar x por la inicial de radio, para que la relacién sea mas
evidente: f(r) = m-r?.

También encontraras funciones de t (tiempo) f(t) , de | (lado) f(l) = I?
area de un cuadrado, etc. Incluso funciones de mas de una variable como
f(x,y) = 2x+2y perimetro de un rectangulo , f(x,y,z) =x-y-z volumen de un
ortoedro...
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¢Y cual es la ventaja de esta escritura? Que ya podemos calcular, volviendo al
ejemplo anterior, el area de cualquier circulo sin mas que sustituir su radio en la
formula.

Si r = 2 unidades area = 41 unidades cuadradas.
Si r = 10 unidades area = 100w unidades cuadradas

Y asi con cualquier otro valor.

¢Te das cuenta de que conocer la expresion de la funcion te permite saber, en
todos los casos, cual es con exactitud la relaciébn de dependencia entre ambas
variables? Cada vez que conoces una, puedes calcular la otra.

Es condicién imprescindible para que sea funcién, que a cada valor de x le
corresponda un unico valor de y, pues no tendria sentido que un mismo radio diera
lugar a dos circulos de areas distintas, o que a una misma distancia recorrida se le
adjudicaran dos billetes de precios distintos.

Si utilizamos conjuntos: R f » R
X >y
2 > 41
10 » 100m

El primer conjunto se llamard conjunto origen y contendra a todos los
valores de la variable independiente x (en este caso todos los radios posibles).
Como son numeros reales, diremos que la variable es real. Pero NO todas las
funciones admiten TODOS los nimeros reales. Por ejemplo, f(x) = \/; no permitiria
que x fuera negativo. Por eso, llamaremos DOMINIO (D) al conjunto origen , que
sera siempre un subconjunto de R (DcR) (se admite que R es un subconjunto
de si mismo).

El segundo conjunto se llamard conjunto imagen y englobarad a todos los
valores de la variable dependiente y (todas las areas posibles). Como seran
también ndmeros reales, diremos que la funcién es real. Llamaremos RECORRIDO
o IMAGEN al conjunto de n* reales que son imagen de algun valor de x. Puede ser
todo el conjunto R o s6lo algun subconjunto suyo.

Por ejemplo: la funcion f(x) = x* tendria como recorrido sélo los reales positivos y
el 0.

Definicion:
LLamamos APLICACION a cualquier correspondencia que se establezca entre

dos conjuntos, de manera que a cada elemento del primer conjunto le asocia un
Unico elemento del segundo conjunto
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Como tanto X como y son ndmeros reales, se dice que f es una funcién real de
variable real.
f: R—»R

Igualmente, f: N Q es una funcién racional de variable natural. Y
f: Z —_p» R es una funcion real de variable entera.

Ahora ya podemos entender la definicién de Dirichlet.

2. DEFINICION

Una funcioén real de variable real f es toda aplicaciéon de un subconjunto
Dc R en R, de manera que a cada elemento de D le corresponde un Unico
elemento de R. Se expresa:
f: D——>» R

X > y=f(x)

o simplemente y = f(xX) donde x es la variable independiente e y es la variable
dependiente.

El conjunto de todos los pares de puntos (x,f(x)) posibles, representados en el
plano cartesiano, dara lugar a lo que se conoce como grafica de la funcion, que
viene a ser como una “fotografia” que permite visualizar el comportamiento de la
funcién a través de sus caracteristicas: puntos maximos y minimos, crecimiento y
decrecimiento, regiones de existencia, etc.

Las funciones pueden venir dadas mediante una férmula matematica, que se
denomina expresion analitica (por ejemplo, f(x) = 2x-1), mediante una tabla de
valores o mediante su gréfica.

Dentro del primer grupo se encuentran las funciones a trozos, que se
caracterizan por contener varias expresiones matematicas segun el intervalo de que
se trate.

Actividades

2x -1 x<1
1. Dada la funcion  f(x)= {x? 1<x <3 haz su representacion gréfica
3 X >3

|
l |
I I
I I
I I
I I
I I
i |
| . . . . . .
| teniendo en cuenta si los extremos estan o no incluidos, poniendo punto :
: cerrado o abierto respectivamente. |
I I
I I
I I
| |
I I
I I
I I
I I
I I

|

2. Representa la funcion y = -3x+1 en el intervalo [1,5).

3. Representa las pardbolas: a)y = x*-2x+3 b) y= %xz -x+3 en (-1,3].
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4. Asocia cada expresion analitica con su respectiva grafica:

1) y=-3x+5
2) y=(x+2)°
3)  y=logy;, X
4) y=3"

5) y=-4x?
6) y=log,x
7) y:—%x—l
o (3
9) y=X+3

11.

v
\ b
N\
N\
L, o)
_h i X
\
L N\
\
Y
2
— - o) X
11\
6
1210
4
X
— ) D
]
Y
A
o)
\
— ) 0 X
)
\
Y
o)
X
— )
5] L
4
\ 9.
X
— -0 n
]
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3. DOMINIO Y RECORRIDO DE UNA FUNCION

Definicion: Se llama dominio, al conjunto de valores de x para los que existe
imagen mediante la funcién f. Se escribe Dom(¥).

Ejemplo: Si f(x) =§ Dom(f) = R-{0}

puesto que no se puede dividir entre O.

Para calcular el dominio de una funcién tendremos en cuenta que las
operaciones que no tienen sentido con numeros reales son:

1. la division entre O
2. las raices de indice par de numeros negativos
3. los logaritmos de nimeros negativos 6 0.

Por eso, cuando en una funcibn aparezca alguna de estas operaciones
“imposibles” deberemos “sacar” del dominio los niUmeros que las producen.

Ejemplo:
X+ 3 ) )
1.f(x)=x2 2 Porser x?’-4=0 > x’=4> x==+x2 el

dominio sera: Dom(f) =R - {+ 2}
2. g(x) = Vx-3 Debe cumplirse x-3 >0 = x > 3
luego Dom(g) = [3,»)

Esto significaria que la gréafica de la funcidon sélo existe desde x=3
incluido, en adelante.

3. h(x) = Ln(2x-1) no puede ser 2x-1<0, luego quitaremos del

dominio los x tales que x < % Por tanto, Dom(h) = R — (-« ,%], o lo que

es lo mismo: Dom(h) = (%,oo).

Las funciones que no tengan denominadores, raices de indice par o
logaritmos, tendran como dominio todos los ndmeros reales. Esto ocurre, por

ejemplo, con las polinédmicas.
g(x) = 3x°-2x+6 Dom(g) =R

Si disponemos de la grafica de la funcién, calcular el dominio es sencillo.
Basta con “aplastar” mentalmente la grafica sobre el eje X. De esta forma,
estariamos colocando cada imagen (y) sobre su origen (X) y tendriamos asi
sefialados los x que tienen imagen, quedando huecos en los x que estan fuera del

dominio.
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Ejemplos: y
\ 8111
N |
T 111
AN 4 |
\\ i
\\\2 y
8161412 6——8 X
1
S Dom(f) =R - {3}
Y
4
2
-
X
N ya
-2
4
Dom(f) = [3, x)
[ e e
Actividad

5. Calcula el dominio de las siguientes funciones:

x? -9 X—4
) 109 = X+5 b) f(X):V2X+3

! |
i |
|

i |
| |
|

i |
i |
i |
| > |
| ©) f(X)=X2+%X—«/§ d) f(x)zxsﬂ i
i |
: e) f(x) = 3X+2 ) f(x) = log(5x — 8) :
I 2x -1 i
| |
' 9) Q) = |~ 3 h) f) = A - xIx +7) |
: X -2 :
I - 5 X ) 2 I

i) f(X) = + £0) = loa(s® — 4

: ) 1) 3Xx+2 x-2 D G0 a( ) :
: k) f(X) = |093(X - 5) |) f(X) _ 53x+1 :
I |
Definicion: Se llama recorrido o imagen al conjunto de todas las

imagenes de la funcion f. Se escribe Im(f).

Im(f) = {f(x) e R/ xe Dom(f) }
Calcular el recorrido a través de la expresion analitica puede ser complicado,

pero no lo es si disponemos de la grafica. Bastaria con “aplastar” mentalmente la
curva ahora sobre el eje Y.

Ejemplo: Sobre las mismas gréaficas del ejemplo anterior, el recorrido de la
primera seria:
Im(f) = (-©0,0)U[1, ©) o lo que es igual, Im(f) =R —[0,1)

Y el de la segunda: Im(f) = [0, «)
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Actividades

6. Relaciona cada funcién con su respectivo dominio de definicion:

hy=

x?+1
2+X
)y =2, 2. R-{-2)
3) y=4x-2 3. R-{3}
1
4) y:3X—X2 4. [—1,+oo)
2X
5) y:(X—3)2 5. [—3,+OO)
6) y= ! 6. R—{-3,+3}
X—2 ’
7) y =4x?-1 7. R—{O,3}
1
9 ¥Y=174 8. R
9 y=+3x-1 9. [2,+)

10) y=—"— 10 F +ooj
Y= %+2 -3
11) y=+/x+1 11 (2,+)
12) y=~/x+3 12.  R-{0}
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7. Relaciona cada grafica con su recorrido:

HEEEENEEEEEEE
1 (—00.2]
< X
? . - X — _7_’) D P
|- :
1) I 2) 2. (—oo.O]
4 Y
o)
poaun 72\ 3. R-{1
_ _7_7 / > b X
4] / T ‘\
3) T
5 [fat 4. (~04]
Y Y
v : 5. (—o0,0)U[L+0)
— 77_7 \7 o D s ‘; X
~ )
5) 6) < 6. R—{0}
[ |
4 \ 81
5 6 l’ 7 (_OO’O)
\\\ 4 /
D p. X \\\2 /
=2 8l -6!l-4 770 B X 8 R
4 -
7) 4 II
. 8) 6 1
8 4
;% 5 9 R—{Z}
2 15 X X
g gl 1al N\ A Ek =2 r
AREAN 1 10. R—{-3}
~
4 N 10) AY
9) 6
Y Y
\l4 | 4L 1]
\‘q " 11. [0,+oo)
=1
— -0 D X n X
-2 12. [—2,+oo)
4
11) 12) 4
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8. A partir de la grafica de estas funciones, indica cual es su dominio de definicion:

Y 4
- 13.R
— : X
= 3 - X — _777 o)
12 -
13) | 14) 14.R-{3)
i 16) )
5 15.R-{0}
. ) //7 X ’ T
2T PER) 1 X 16. [2,+oo)
15) T T
4 4
: : 17.[3,4)
RN b X = X ——X
- ™~ = %) ‘
17) o 18) — 18. (0,+o)
1 i 19. (~0.3]
o) o}
— ) 5) X X
ot YA 20. (0,+)
19) [T 20) i
1l i 21. (~o0,-2)U(~2,+)
24— )
X
EEERT N SRR 22. R—{-1}
21) 22) I
Y Y
4 4
5 u S 23. [—3, +oo)
N 6 X 2 X
) B B g}
24. [—1, +oo)
4 -4
23) 24)
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4. MONOTONIA: CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Si dispones de la grafica de una funcién y te planteas donde crece,
probablemente asocies crecer con subir.

Efectivamente, una funcién es creciente si, al aumentar la variable Xx,
también aumenta la variable y. Y es decreciente en caso contrario: si al aumentar
las x disminuyen las y.

4 f(x) — 4 9

v

\#

Creciente Decreciente

Si no aclaramos mejor este concepto, quedarian indefinidas las funciones
constantes; pues en ellas los valores de y no crecen ni decrecen.

A

f(x) =k K

v

Por eso es necesario desdoblar cada concepto. Distinguiremos entre
crecimiento y crecimiento estricto, englobando en el primer caso tanto la idea de
crecer como la de “no decrecer”.

»
»

v

Crecimiento Crecimiento estricto
Como la funcion puede cambiar de crecimiento a lo largo de su dominio,
haremos las definiciones en un punto, entendiéndose por punto, en realidad, un
pequefio entorno suyo.
Definicion:
Una funciéon f(x) es estrictamente creciente en un punto x=a, si en un

entorno de a (a-r, a+r) se cumple:
V X,,X,€ (a-r, a+r) si x,<x, > f(x,) <f(x,)

es decir, dentro del entorno los x menores tienen las imagenes mas pequefas.
Luego al crecer las x crecen las f(x).

Si permitimos que las imagenes sean iguales, incluiremos a las funciones
constantes.
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Definiciéon:

Una funcidn es creciente en un punto x=a si en un entorno de a E(a,r) se
cumple: V x,.,x,e (a-r, a+r) si x,<x, = f(x;) = f(x,)

A

v

En x=a la funcién es estrictamente creciente y en x=b es creciente.
Sefiala mas puntos donde la funcién sea creciente a secas y otros donde lo sea
estrictamente.

esecesecscccces
Secesecccccscss

0000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000esesssssscscsesecssscssssscscscsose

Haremos definiciones paralelas para el decrecimiento.
Definicion:

Una funcién es estrictamente decreciente en un punto Xx=a si en un
entorno de a (a-r , a+r) se cumple: V Xx,,X,€ (a-r,a+r) si x,<x, = f(x,)
> f(x.)

Una funcién es decreciente en un punto x=a si en un entorno de a se cumple:
V X,,X,€ (a-r,a+r) si x,<x, = f(x,) =z f(x,).

Las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez, puesto que
verifican ambas definiciones.

Una funcion sera creciente o decreciente en un intervalo si lo es en
cada punto de dicho intervalo.

6 00 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sscscscsesesosssssscscscsocssocnss

.
.
.
.

Razona si es cierto que estrictamente creciente = creciente o es cierto su
‘contrario.

0o eeeeesesoeeeeececeeeseseeeeeeseceseseseseesesesesesesessseesesesesesessssesesesesesesessssesesesesesssecscscsccesecesssscscscsccesocnne

Cecesecscces

Ejemplo: A

}

_/

Es estrictamente creciente en (-» , 1) U (4’5, +» ). Estrictamente decreciente
en (3, 4’5) y creciente y decreciente en (1,3).
,COmMo es en los puntos x= -1, x=1, x=2, x=3, x=4 y x=4'5?
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5. EXTREMOS

5.1 Maximo relativo

Definicién: Una funcidon f(x) alcanza un maximo relativo en x = a si su imagen
f(a) es el mayor valor que toma la funcién en un entorno de a, es decir, si existe un
entorno de a tal que: V xe E(a,r), f(x) < f(a).

5.2 Minimo relativo

Definicion: Una funcién f(x) alcanza un minimo relativo en x = a si su imagen
f(a) es el menor valor que toma la funcién en un entorno de a, es decir, si existe un
entorno de a tal que: V X € E(a,r), f(x) = f(a)

a es un maximo
relativo

b es un minimo
relativo

A R et

o+ -
\ 4

Si f(x) es continua, los maximos relativos son los puntos donde la funciéon
pasa de ser creciente a decreciente, y viceversa para los minimos relativos.
Si la funcién no es continua no tiene por qué ser cierto.

A

v

5.3 Maximo absoluto

Una funcién f(x) alcanza un maximo absoluto en x = a si f(a) es el
mayor valor que toma la funcién en todo su dominio.

54 Minimo _absoluto

Una funcién f(x) alcanza un minimo absoluto en x = a si f(a) es el
menor valor que toma la funciéon en todo su dominio.

Los maximos y minimos se conocen con el nombre genérico de extremos.

Loégicamente, los extremos absolutos son también extremos relativos.
Pues si f(a) es el mayor o menor valor que toma la funcién en todo su dominio,
también lo sera en un entorno de x=a.

Por tanto, bajo el nombre genérico de extremos relativos incluimos a todos
los extremos.
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6. ACOTACION

6.1 Funcién acotada superiormente

Una funcion f(x) esta acotada superiormente si todas las imagenes son
menores o iguales que un n° real; es decir, si y s6lo si 3 keR tal que f(x) < k,
vxeDom(f).

K se llama cota superior}.} Cualquier n® L > k también sera cota superior.

4

2

—’)

Cualquier n® = 4 es una cota superior.

6.2 Funcién acotada inferiormente

Una funcién f(x) esta acotada inferiormente si y s6lo si 3 k’eR tal que
f(x) > k', vxeDom(f), es decir si todas la imagenes son mayores o iguales que un

ne real.
k’ se llama cota inferior. Cualquier n® N < k’ también sera cota inferior.
Y

\4

Cualquier n® < 0 es una cota inferior.

Se dice que una funcién esta acotada si lo esta superior e
inferiormente.

Gréaficamente, si la funcién es acotada est4 contenida por completo en una
banda horizontal.

w b O

v
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7. SIMETRIA
Las funciones pueden presentar dos tipos de simetrias:

7.1 SIMETRIA PAR

Se llaman asi las funciones simétricas respecto al eje Y.

v

Como veréas, se verifica que cada Y su opuesto —x tienen la misma
imagen. Luego f(x) es una funcion par si |f(x) = f(-x) vV xe Dom(f)

Ejemplo: f(x) = x*- 3x? es una funcién par, pues si calculas f(-x)
f(-x) = (-X)*- 3(-X)*= x*- 3x*= f(X)

7.2 SIMETRIA IMPAR

Se llaman asi a las funciones simétricas respecto al origen de
coordenadas, es decir, respecto a los dos ejes coordenados simultaneamente.

A

v

Se observa en el dibujo que cada x y su opuesto —x tienen imagenes

opuestas, es decir, | f{(X)= - f(-x) VxeDom(f).

1
Ejemplo: f(x) = X es una funcién impar ya que si calculamos f(-x)

f(-x) = —% y, si lo cambiamos de signo: -f(-x) = —(—%) = %z f(X)

a) Una funcibn no puede ser simétrica respecto al eje X, pues para
poder serlo cada punto deberia tener dos imagenes, lo que contradice la
definiciéon de funcién.

00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sscscsesesesssssssscscsssesnsnsns

Compruébalo dibujando una funcién simétrica respecto al eje X.

000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000esesesssssssscsesesssssssscsscsscsose

esecse

b) Pueden existir otros ejes o puntos de simetria en una funcién y, de
igual forma, no tiene por qué presentar ningudn tipo de simetria.
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Actividad

a) f(x) = x°-x*

8. PERIODICIDAD

9. Estudia la simetria de las siguientes funciones:

b) g(x) = Ix|

c) h(x) = x-e*

Una funcion es periddica de periodo T si se repite idénticamente en
cada intervalo de amplitud T, es decir, si T es el menor nimero real que

cumple:

f(X) = f((x+T)= f(x+2T) = f{(x+3T) = ... = f{(x+nT) VxeDom(f).

4

A

Las funciones periddicas méas conocidas son las trigopnométricas, siendo T=2n
en el caso de y = senx

T -

€ Y = COSX.

La funcion y = tgx tiene periodo T = =.

v

SN X
1%
1
LE1
b -z Hak.
-4 =x =i 1 2 1
= s -
.k
"
1.5
=3
Ed
v
CO5 X
1.8
.
0.5
—3xf2 - tid 4 =2 I
BE %, = - =2 L ) 4 FE
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Actividad
10. Analiza las siguientes funciones
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9. OPERACIONES CON FUNCIONES

10.1 SUMA Y RESTA DE FUNCIONES

Dadas dos funciones f y g, podremos generar una tercera funciéon que
llamaremos f+g a partir de la suma de ambas.

Definicion:
Dadas dos funciones f(x) y g(x), llamamos suma de f y g a otra funcién f+g
tal que:

(f+g)(x) = F(x)+9(x)

es decir, definimos la funcién suma como la suma de las funciones.

El dominio de la suma es la interseccién de los dominios, ya que para poder
hallar (f+g)(a) es necesario calcular f(a) y g(a). Luego a debe pertenecer al
dominio de ambas funciones.

Ejemplo: f(x) = 3x°+ x

g0 = 2x entonces f+g)(¥X)= 3x*+ x + 2X

X+ 2 X+ 2

Como Dom(f) =R y Dom(g) = R -{- 2}, entonces Dom(f+g) = R -{- 2}

** Si los dominios respectivos son disjuntos (no tienen elementos comunes) no
existe la funcion suma.

............................................................................................................................................

Definicion:
Se llama funcién nula a f(x)=0. Es el elemento neutro para la suma de
funciones, ya que g(x) + 0 = g(x).

Graficamente, coincide con el eje X.

Definicion:

Se llama funcién opuesta de f y se escribe —f a la funcion | (DCA=-T()

La grafica de la funcidon opuesta es simétrica de la de la funcion f respecto al
eje X.

Ejemplo: f(x) = x? -H(x) = - x?

Dibuja ambas graficas y comprueba su simetria.
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Definicion:

Dadas dos funciones f(x) y g(x) llamamos resta de fy g a otra funcion f-g

| :
el que (F-9) () = F69-9(3).
. 1
f(x) = x* +5, ax) = —
Ejemplo: X
(f - gkx) = x? +5—§

10.2 PRODUCTO Y COCIENTE DE FUNCIONES

Definicion:
Dadas dos funciones f y g, llamamos producto de f y g a otra funcion f-g
definida de la forma:

(f-9) () = 1(x)-9(x).

Igualmente, soélo existira funcidn producto en los puntos que pertenezcan
tanto al dominio de f como al de g, es decir, Dom(f-g) = Dom(f) nDom(g).

Ejemplo:
2X 6x° — 2X
f)=3x-1, gx)=—- = FX)=——
X+3 +3
_Definicion:

Se llama funcién unidad a f(x)=1. Es el elemento neutro para el
producto de funciones.

Definicion:

L L1 .
Se llama funcidén inversa de f y se escribe T a la funcién:

1 1
(?] €)= %60

El dominio de % es: Dom(%)=Dom(f)-{x/f(x)=0}, ya que los x que

anulan el denominador ( f en este caso), no tienen imagen.

. . 1 1
Ejemplo: si f(xX) = Vx+1 entonces (—J x) =
f VX +1

Dom(f) = [-1,»0) VY Dom(%j: (-1, ©)
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Definiciéon:

Dadas dos funciones f y g, llamamos cociente de fy g a otra funcién f/g tal

que:
oo = 1
[gJ ©9= 500

El dominio de f/g es: Dom(f/g) = Dom(f)(1Dom(g) - {x/g(x)=0}, es decir,
pertenecen al dominio de f/g los x que pertenecen al dominio de ambas
funciones y que no anulan el denominador.

Ejemplo:
1. si f(x) =3x+2 y g(x) =x-1, entonces: (ij (x) == +12
g X -
3
2. sif(x) = {X x=2 y g(x) = Vx entonces:
4x X>2

x
o= 3
g 4—\/5 X >2
X

Calcula el dominio de f/g en ambos casos.

Actividades

11. Seanf(xX) =2x-1 y g(X) = i Calcula:
X+1
a. (F+9)©@
b. Dom(f - g)

12. Sean f(x) = g—z y g(x)= 2x*+3. Calcula:

a. (f-909, (f-9)(2)
b. (fo)(),  (fo)(-1)
c. (F/9)), ((F/9)(-2)
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9.3 COMPOSICION DE FUNCIONES

Ademas de sumar, restar, multiplicar y dividir funciones, podemos realizar una
nueva operacion entre ellas que llamaremos composicion.

Intuitivamente, componer funciones vendria a ser algo parecido a
“fusionarlas”. Es decir, consistiria en realizar en un solo paso lo que ambas por
separado harian en dos.

Supo6n que dispones de las funciones f(x) = 1 y g(x) = 2x+1
X

f(x)= i g(x) =2x+2

1
(@°H0I= g(f()) = 2: =+ 2

El grafico te permite “visualizar” el efecto de la funcibn composicién:
realizar en un solo paso lo que por separado harian f y g en dos.
Por ejemplo: f asocia 2 con 1/2 y g asocia 1/2 con 3. La funcion
composicién, que llamaremos g-f, asocia directamente 2 con 3.

Definicion:
Dadas dos funciones f y g, llamamos funcién compuesta de fy g, vy
escribimos gof, a la funcion:

(g-H) = g(f()

Se escribe gof, a pesar de que actdan en orden contrario, primero fy luego
g. Ello se debe a que resulta mas operativo que el orden coincida con el del 2°
miembro g(f(x)). Sin embargo, se lee “ f compuesto con g”.

Ejemplo:
Dadas las funciones: f(x) = &1 y g(x) = 3x+2
X —_
“g compuesto con f” (feg)(X) = f(g(x)) = f( 3x+2) = V3x+2 _ A3x+2
3x+2-1 3x+1
“f compuesto con g” (g-DH(X) = g(f(x)) = 9( &1) =3 &1 +2
X — X —
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Has podido observar en el ejemplo anterior que la composicion de funciones
NO cumple la propiedad conmutativa. Pero si se verifica la propiedad asociativa:

(fog)oh =f-(g-h).

...........................................................................................................................................

...........................................................................................................................................

Definicion:
Se llama funcién identidad a f(x) = x.
Es el elemento neutro de la composicion, ya que si f(x) = x y g(x) es otra funcion
cualquiera, se cumple que (fo-g)(X) = f(g(x)) = g(x)
(9-H) = g(f(x)) = g

10. FUNCION RECIPROCA

De manera intuitiva, llamaremos funcién reciproca de una funcién f , y
escribiremos ™, a aquella que “deshace” lo que hace f. Es decir, si f asocia x con

su imagen y , T asociara cada y con la que fue su x.
X

Por esa razon, si f(x) = 3x entonces f*(x) = 3 Observa que si f(2) = 6,
entonces f ™ (6) :g: . En general:

Definicion:
Dada una funcién f(x) inyectiva*, se llama funcién reciproca de f, y se
escribe ™, a la funcién que cumple:

Sifx) =y = f'(y)=x

fx) =y
—

4—
7 (y) =x

(&) Para que exista f™ es necesario que f sea funcién, es decir, que cada y
tenga una sola imagen x. Para ello, es imprescindible que la funcion f asocie
cada x con una imagen distinta y. Es decir, que f sea inyectiva.

Dicho de otra manera, no puede haber dos origenes distintos X, y X, que

tengan la misma imagen, porque si ocurriera eso, f™'no seria funcién, ya que “y”
deberia tener dos imagenes distintas: X, y X, .
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Definicion:
Se dice que una funcion f es inyectiva si a origenes distintos les
corresponden imagenes distintas. Es decir, si X, = x, = f(x,) = f(x,) , 0 lo que es lo

mismo,

f inyectiva si f(x,)=1f(x,) = X,=X,

Si hubiera dos iméagenes iguales, sélo podrian proceder de un mismo origen.

Ejemplo:
Hallar la funcién reciproca de f(x) = 3x-1

Comprobamos primero que la funcibn es inyectiva, es decir, f(x,) =
f(x,) = X, =X,.

f(x,) =3:x,-1

f(x,) =3-x,-1 igualando: 3-x,-1=3-x,-1 = 3x,=3X, = X,=X, luego

si es inyectiva y existe la funcién
reciproca.

Para hallar ahora f* seguiremos la definicion: f(x) =y = f'(y) = x

Primero igualamos f(x) con y: 3x-1 =y
Despejamos X: AX=y+1 = x = y+1
3. lgualamos f™ (y) con x: f(y) = y+1

3
4. Finalmente, cambiamos y por x puesto que es indistinto.
Podemos comprobar que es correcto sustituyendo un punto cualquiera.

f(2) =3.2-1 =5 luego f*(5) debe ser 2. Lo comprobamos:
e =22=2

Ademas, si la funcién f multiplica por 3 y resta 1, la funcién f* suma 1 y divide
entre 3, es decir, “hace lo contrario en el orden contrario”.

Se cumple que las gréficas de f y f son simétricas respecto a la bisectriz del
primer-tercer cuadrantes (y = X).

: Compruébalo dibujando las gréficas de las funciones del ejemplo anterior.
: Piensa cudles son las funciones reciprocas de y = senx, y = cosX, Yy = tgx, y= 2~

: Escribe una funcién que no sea inyectiva.

..............................................................................................................................................
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Actividades

15. Representa y =3X , y=

w| X

|

|

|

|

. . |

y comprueba que son reciprocas (inversas). |
|

|

|

|

16. Halla, si es posible, la funcidn reciproca de:

)09 =2x+4  B) g =% Y h( =31 ) ) =

17. Sean f(x) = 3x -
+3

y g(x) = 2x+4. Calcula:

(fog)(®)
(gofH)(X)
(%)
f1(2)
f-9)X)
(f-9)(O)
/79X
g7 (x)

Semoap T

18. TRABAJO EN GRUPO

Representacion grafica y analisis de las caracteristicas (dominio, recorrido
, Simetrias, periodicidad, monotonia, extremos y acotacion) de las siguientes
funnciones:
1. Polinémicas: de grado 0 (y=k), 1 (y = ax+b) y 2 ( y= ax?+bx+c)

2. Exponenciales: y =a- siendo a>1 6 O<a<l

3. Logaritmicas: y = log ., X siendo a>1 6 O<a<l

4. De proporcionalidad inversa: y=E , y=L distinguiendo k=0
X X-a

k<O y siendo a cualquier n® real.
5. Trigonométricas y = senx, y = C0sX, y = tgx

—_—_—————eeeee —_—_——— e —
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EJERCICIOS Y CUESTIONES

FUNCIONES Y GRAFICAS

1. Una funcién lineal cumple que f(1)=3 y f(-2)=-9. Halla su expresion analitica.

2. Representa y = %xz. Y a partir de ella representa también:
1, 1
a)y= —x"+3 b))y = =x*-1
)Y =3 )Yy =3
X+1 X € [-2,1)
2
3. Representa las funciones: a) f(x) = |* ~ 2x+1  xe[L4)

X >4

b) y = |-x*+2x+4]
X

(o) =|=-2

) Y ‘3 ‘

4. Dibuja una gréafica que no sea funcién e indica porgqué no lo es.

5. Halla el dominio de las siguientes funciones:

By= 2 byy=+vZ x  oy=3ix:l

x? + 2X
2

dDy= —— e)y=log,(x+1) fly=x*+3x-1
V=-x+1
-1 X< -1
6. Representa graficamente la funcion f(x) =<x +2 -1<x<2
x -1 X >2

Indica también su dominio.

7. Dada la funcién f(x) = 4x — 6, se pide:

a. ¢Existe f 1(x) ?
b. Si existe, calculala.
c. Calcula f*(f(x)) y f(f*(3))

©

Dibuja las graficas correspondientes a las funciones con las caracteristicas
que se citan a continuacion:

a. Dom(f)=(—w0,-1)U(Lx), Im(f)= (— 2,2) y decreciente en todo
el dominio.

b. Dom(f)=R- {O} Im(f)=R, estrictamente creciente en (— oo,O) y
estrictamente decreciente en (0, oo)
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c. Dom(f)=R, Im(f)=[0,oo), simetria respecto del eje de

ordenadas, maximo relativo en el punto (0,2) y minimos
relativos en (3,0) y (-3,0)

d. Dom(f)=R, simetria respecto del origen de coordenadas,
acotada por —1 y 1, alcanzando la funcién ambos valores,
minimo relativo en (-2,-1) y maximo relativo en (2,1).

9. Dada la funcién f(x) = 2x — 2x?, comprueba que verifica f(-x) = f(x+1).

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dadas las funciones f(x) =2L y g(x) =x*+2, determina, con sus
- X
respectivos dominios, las funciones:
a) f+g b) f-g c) f/g d) gof e) geg
Analiza el efecto que producen sobre la grafica de una funcién f(x) las

siguientes transformaciones:

a) afnadir el valor absoluto: 1{€9]
b) sumar (restar) un numero a f(x): f(x)+k
c) sumar (restar) un nidmero a x: f(x+k)
d) funcién opuesta -f(x)

* Para pensarlo, puedes empezar por imaginar una funcién sencilla,
por ejemplo f(x) = x®. Intenta dibujar |x*], x*+2 y (x+2)°.
Después generaliza a cualquier funcion y cualquier k.

A partir de la grafica de f(x) = 1 , representa:
X

a) f(x) - 3 b) f(x+2) ) IF0] d) -f(x)

Representa graficamente la funcién f(x) = |x-2]. Escribe su expresion
analitica como funcién a trozos.

Elena va a visitar a su amiga Teresa y tarda 15 minutos en llegar a su casa
que estd a 1 km. de distancia. Est4 alli media hora y en el camino de vuelta
emplea el mismo tiempo que en el de ida.

a) ldentifica la variable dependiente y la independiente

b) Representa la funciéon tiempo-distancia

c) Encuentra su expresion analitica.

Encuentra la expresiéon analitica de las funciones:

Y

4

2

N~ | ©

—
|
~
|
>» K~
pd
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16. Analiza las siguientes funciones:
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A
5
2
. '
-8 -3 8 10
S 3
Halla la expresion analitica de las dos ultimas funciones.
17. Calcula la simetria de las siguientes funciones:
a) f(x)=x*-3x> b) f(x)=x> -5x3 + x c) f(x)=x - x2
2 5
d) f(x) = — e) () = — f) f(x) = Ix® + x3
X7 + X X +2
9) fo)=31+x°
18. Representa las siguientes funciones:
2x -1 X <2 X X <0
a) f(x) ={x% +1 2<x<5 b) f(x) =42 0<x<2
3 5<x X -3 3<x
senx x>0 1
2 — X <0
c) f(x) =<x -1<x<0 d) f(x) =4x
-2x -1 x<-1 3 0<x
19. Sean f(x) = 2x + 5, g() = XL v h) = 23 calcula:
2x -5 7 —5x

a) Las reciprocas de f(x), g(x) y h(x).
b) (fog)(1), (hof)(0)
c) (t/9)(-1), (f9)(2), (h+9)(-2) y (9-h)(3)
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CUESTIONES
1. Dadas las funciones f(x) = Vx-9 y g(x) = 1 , comprueba si
4 —x

existe su funcién suma f+g o producto f.g
2. ¢Existe alguna funcion par e impar a la vez? ¢Cudl?
3. Dibuja una funcién periddica que no sea trigonométrica.

4. Si f(x) es estrictamente creciente en R ;puede ser par? , ;puede ser acotada
superiormente?

L 0 i X es racional
5. La funcion f(x) = . . .
1 i X esirracional

a) es una funcién de dominio R
b) es ina funcién de dominio R-Q
c) es una funcién constante

d) no es una funcion.

6. Dadas las funciones f(x) = \/; y g(x) = ﬁ la funciéon fog es

1

+5
1

a) (fe@)(x) =

X

b) (fe9)(x) =

Jx +5
Jx
c) (fo =
) Fe)) =
d) (Fog)() = —
9 ~ Vx+5
7. Sobre las funciones del item anterior, podemos afirmar que el dominio de f
es:
a) R"= R-{0} b) R = reales positivos sin el 0
¢) R" = reales positivos d) R~ = reales negativos

8. El dominio de g es:
a) [-5,© ) b) (-5») ¢)R-{5} d) R—{-5}
9. El dominio de fog es:
a) R” b) (-5,= ) ) [-5,© ) d) R—{-5}
x? -1
-1

10. Dadas las funciones f(x) = y g(xX)= x+1, sefiala la afirmacion

correcta:

a) Las funciones f y g son iguales, aunque Dom(f) # Dom(Qg)

b) Las funciones f y g son distintas, aunque si x* 1, f(xX) = g(X)
c) Salvo algun x aislado, f(x)* g(x)

d) Nada de lo anterior es cierto.

11. Dadas las funciones f(x) =2 -x y g(x) = x?+x -2, se puede
asegurar que:
a) f es una funcién impar
b) g es una funcién par
c) f+g es una funcion par
d) f+g es una funcién impar.
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Relaciona cada dominio de definicién con su respectiva func.c...
L CAXE—x-2
D) (24) AT
3Vx
2) R-{-7) > ¥=3s
3 v 1
3) (—o0,~1)U (=1, +0) B v
1
4, y=
4) R-{-2, 2) Y= 16
5) (—0,0)u(0,+0) 5. y=+/3x-4
6) [0,8)u(8,+x) 5 y—3§
7) (0,+w) 2 y=i
' X+7
8) (—oo,—g)u(—g,—l]u[2,+oo) 8 y='/2X2+4
4
9) 3 9. y=log(x+3)
10) (-3,+») 10,y = 2X
"7 log, x
11) [5,+0) 11,y =Vx +x-5
2x—4
12.y=
12)R y X+1
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Asocia a cada una de estas graficas su ecuacion:

4 Y
1) y:i d
X—4 oL — 2
X X
2) y=—vx+1 RS YN EEN =N
1 + 2 T
Y
3) y=s+2 Ay %\
X {11 ’
‘L I = > ‘—_)(
41D D X 4 \
4) y=+2x > L
3 T 4 "
_3X2 AV AY
5) y=— : ,
H \\ X o) ¢ X
—-3X 2 +
6 =2 1
) y=7 5. TN 6.
Y Y
7) y=2x*-2 -+ *
N 2
\ ‘ M »
IR o
8) y=2x-2
7. 8.
Y
ol il 4 \
9) y=+4/x-3 BAERcrs| ! S
10 =— 42 8
s S 107
Y Y
1 A
11) Yy =;—3 o) A M|
— ) ») A — ) ») X
57 NP
12) y=+/x+3 11, —4 12.
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1)

3)

5)

7)

9)

11)

Asocia cada grafica con su correspondiente ecuacion:

Y

NS4

NS4

NS4

2)

4)

6)

8)

10)

12)

Y

[\ )

T ——

NS4

NS4

[\ )

NS4

\S4
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y — 3X—2

y =log, (x+1)

y =log,,

y =log, x
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Asocia cada funcién con su gréfica.

1) q(x):% 2) i(x) =~/2x+3
3x-1
6) h(x)=——
5) s(x)=+x*+1 ) ) x> -4
1
K(x)=_——
9) j(x)=x"-4 10 k(x) X+2
1 2.

g(x) =

m(x) =

2x+1
X—2

11) r(x) =+v1-x

4) p(X)=x>-x-2

2x2

9 100="7

12) f(x)=+x? -1

|

N
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UNIDAD 8

LIMITES Y CONTINUIDAD

1° BACHILLER
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OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. Calcular las tendencias de una funcidn a partir de su grafica.

2. Resolver las indeterminaciones mas usuales en el calculo de
limites.

3. Conocer el concepto de limite en un punto e interpretarlo
graficamente.

4. Determinar de forma intuitiva la continuidad de una funcién a partir
de su gréafica.

5. Resolver, mediante el cdlculo de limites, la continuidad de una funcién
dada por su expresién analitica.

CONCEPTOS:

1. Limite de una funcién en un punto: concepto y definicion.
2. Limites laterales.
3. Propiedades de los limites.

4, Calculo de limites.

. . k 0 0 .
5. Indeterminaciones — (k#0), —, —, o©-0o, 0-0, 1
0 0 o

6. Continuidad de funciones: concepto, definicion y tipos de
discontinuidad.
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LIMITES Y CONTINUIDAD

1. INTRODUCCION

Fijate en las siguientes graficas:

A

v

v

En la primera grafica se observa que la imagen de 2 es 3, es decir, f(2)=3. En
la segunda, sin embargo, no existe f(2) ( en su lugar hay un punto vacio) pero ello
no impide que observemos que la funcion esta situada en “los alrededores” de 3.

Esto es debido a que, aunque x=2 no tiene imagen, si la tienen los puntos
proximos a él: 2’01, 2’0003, 1'99997... etc. Son las imagenes de estos puntos de
“alrededor” de 2 las que nos permiten conocer como es la funcién, no ya en el
punto 2 cuya imagen no existe, sino en un ENTORNO suyo.

En la siguiente grafica el punto x=-3 no tiene imagen pero se puede observar
que la funcidn se acerca a +« por la derecha de -3 y a -« por su izquierda.

Y

También se puede ver que a medida que los valores de x tienden a +«, sus
imagenes van aproximandose a 0 sin que la funcidn llegue a valer 0 dentro de R.

La idea de “tender” o “aproximarse infinitamente” a un valor pero sin llegar
nunca a €l es lo que da lugar al concepto de LIMITE.

Intuitivamente, el limite de una funcién f(x) en un punto x = a es el valor L al
que tienden las imagenes y = f(x) de los valores de x que se aproximan o
tienden a “a”.

v
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Se utiliza el simbolo — para expresar la idea de “tender a”. Por tanto,
podemos escribir la idea anterior de la siguiente forma: si x—a, f(x) - L. Pero
se ha adoptado como notacién habitual limf(x)=L.

X—=a

Se lee: limite cuando x tiende a “a”, de f(x) es igual a L.

*Recuerda que si L es el limite cuando x tiende a ser “a”, eso no significa que f(x)
sea igual a L, sino que lo es su limite, es decir, el valor al que tienden a acercarse
las imagenes de los valores de x proximos a “a”. **

Veamos una serie de ejemplos que nos acerquen a la idea de limite:

Ejemplo: Escribe valores de x que “tiendan” a 3. A medida que se acercan,
¢doénde tienden sus imagenes?

***| lamamos “tender” a acercarse
infinitamente a x=3. Esta aproximacién
seria un proceso infinito, sin final,
porque, como sabes, los nimeros reales
no son consecutivos, y siempre podrias
encontrar un n° real mas cercano a 3
que el anterior. ***

Ejemplo:
{Cuanto vale la imagen de 5?  Si consideramos valores que tienden

a 5, ¢(donde tienden sus imagenes? Completa:

4
f(5) =

i 0 -

v

Ejemplo:
¢Cuanto vale la imagen de 3? Si consideramos valores que tienden a 3,

¢donde tienden sus imagenes?

A
f(3) =
2 . lim f(x) =
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Ejemplo:

¢Cuanto vale la imagen de 3? Si consideramos valores que tienden a 3,
¢doénde tienden sus imagenes? ;Qué opinas del limite en este caso? ¢Podria
haber dos?

f(3) =
2 [
im0 -
1 /
— >
3

Intuitivamente, no tendria sentido que hubiera dos limites en un punto,
puesto que mientras se tiende a uno de ellos seria necesario alejarse del otro, lo
gue entraria en contradiccién con la idea de limite. En el caso de que esto ocurra,
diremos que NO EXISTE el limite.

Actividad
1. Dada la funcion:

f(x)

Calcula los siguientes limites e imagenes:

a) limf(x)  b) limf(x) ¢ lim f(x) d) limf(x) e) limfe) f) lim f(x)

9) limf(x)  h) limf(x) i) En:lf(X) B lim f(x) k) lim f(x) 1) lim f(x)
m) f(-6) n) f(0) o) f(3) p) f(-4) a) f(5) r) f(-2)
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Como ves, el limite no depende del punto “a” puesto que sélo se observan
las imagenes de los puntos de un pequefio entorno a su alrededor (estariamos
hablando de un entorno reducido de a (a-r, a+r)-{a}, ¢lo recuerdas?)

A\

Sin embargo, parece ldgico que los puntos proximos a “a” tengan sus
imagenes proximas a la suya f(a).

Por eso los limites se calculan, en principio, sustituyendo x por a, es decir,
hallando f(a).

Ejemplo:
Iirr;(x3 +x-1)=2*>4+2-1=9

Este resultado indicaria que la funcién f(x) = x?+x -1 se encuentra en los
alrededores de 9 en la vertical de x=2.

(Este ejemplo nos da una idea de como calcular el limite de una funcion en
un punto x=a, cuando no disponemos de la grafica de dicha funcién para verlo,
sino de su formula o expresion analitica).

Actividad

2. Calcula los siguientes limites:

a) Iirr;S b) lim x72 c) lim-1 d) lim % e) lim x*

X—>+0 X—>—0 x—0t X X—>—©

Sin embargo, no siempre el limite en un punto tiene que ver con la imagen
de dicho punto. De hecho, en un punto puede haber imagen y no limite, limite y no
imagen; puede haber ambas cosas siendo iguales o distintas entre si y puede que
no exista ninguna de las dos. Observa un ejemplo de cada caso:

A) Imagen si, limite no: B) Imagen no, limite si:

A A

//67

2 - 2 -
C) Imagen no, limite no: D) Imagen y limite si. Iguales entre si:
A A
/o
(8]
2 > 2 >
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E) Imagen y limite si. Distintos entre si.

/;\j=

Estaras de acuerdo en que la relacion entre el limite y la imagen es ambigua
y que el limite resulta mas util precisamente cuando no disponemos de la imagen
de un punto, para conocer “donde” se encuentra la funcién en los alrededores de
dicho punto. (Intuitivamente, vendria a ser como un microscopio que amplia la
funcion en los alrededores de cualquier punto “a”, e informa de la posicién de la
funcidén en ese pequefio entorno).

Vamos a formalizar ahora matematicamente todas estas ideas. El lenguaje
matematico se caracteriza por la blusqueda de la precision y el rigor a la hora de
definir cada concepto. No es lo mismo comprender intuitivamente una idea que
escribir con exactitud en qué consiste. Por eso, a veces, resulta complejo leer
matematicas.

2. DEFINICION:

A f(x)

v

Se dice que f(x) tiene limite L cuando x tiende a “a” y se escribe
lim f(x) = L, si para cualquier entorno de L (es decir un intervalo (L -g L+ s)) existe

X—a

un entorno reducido de a (a-8,a+38)-{a} tal que todos los x e (a-3,a+35)-{a}
tienen sus imagenes f(x) e (L-¢ L +¢) .

Todavia podemos escribirlo de manera mas reducida:
V E(L,e), JE*(a )/ sixe E*(ad)> f(x)e E(L,z¢)

Y aun mas:
Ve>0, 36§>0/si xe E*(a,8)> f(x)e EL,¢)
(Vv : para todo 3 : existe)

Con esta definicion se pretende especificar cual es la condicion que cumple
L y solo L: que en cualquiera de sus entornos se pueden encontrar imagenes de

w

puntos X muy proximos a “a”.

Dicho de otra forma, para cualquier “alrededor” de L encontraremos un
pequefio entorno de “a” cuyos puntos tienen sus imagenes en el entorno de L. De
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A\ /4

esa forma, aseguramos que los puntos préximos a
proximas a L.

a” tienen sus imagenes

...........................................................................................................................................

Comprueba si L’ verifica la misma condicion:
A f(X)

Ll

.
...........................................................................................................................................

Como hemos visto anteriormente, la definicion se debe desdoblar para
incluir los casos en que el comportamiento de la funcion es distinto a la izquierda
que a la derecha del punto.

3. LIMITES LATERALES

Se dice que el limite por la derecha de f(x) en el punto "a” es L,, y se
escribe [|im f(x) =L, si los x préoximos a “a” por su derecha, tienen sus imagenes
+

X—a

A\

tendentes a L, . Y se dice que el limite por la izquierda de f(x) en el punto “a” es
L,, y se escribe |im f(x) =L,, si los x proximos a “a” por su izquierda, tienen sus

X—a

imagenes tendentes a L, .

lim f(x) = 1

X2~

2 r//////// lim (x) = 2
l/o

La condicidn necesaria y suficiente para que exista limite en un
punto es que existan sus limites laterales y sean iguales.

lim f(x) =1im f(x) = lim f(x)

x—at x—a x—a~

Siempre que los limites laterales sean distintos diremos que no existe limite
puesto que no tiene sentido “acercarse” a dos lugares distintos a la vez.
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Ejemplo:
3x+1 x<1
Dada la funcién f(x) = <x?+2x 1<x<3
15 X 23

Halla el limite en los puntos 0,1,2y 3
A) Iing f(x) = Iin3(3x +1)=1

(los valores de x muy proximos a 0 estan TODOS en
la primera rama de la funcion).

lim(x? +2x) = 3

B) limf(x) =< <% No existe limite.
X1 im3x+1)=4
x-1"

(hemos tenido que realizar por separado los limites
laterales, ya que los x proximos a 1 por su derecha son mayores que 1 y estan

en la segunda rama, y los valores proximos por su izquierda son menores que 1
y se encuentran en la primera rama).

0) Iin;f(x) = Iin;(x2 +2x) =8

( los x muy proximos a 2 estan TODOS entre 1y 3).

lim15=15

x- 3%

lim(x? + 2x) = 15

x-3

D) Iin'31f(x) = El limite existe y es igual a 15

(los x que tienden a 3 se encuentran en dos ramas
distintas de la funcién: los que tienden por la derecha ( 3’0001, 3'0000001...)que
estan en la tercera rama por ser mayores que 3, Yy los que tienden por su
izquierda( 2’999, 2'9999998...) que son menores que 3 y estan en la segunda).

4. LIMITES INFINITOS

Tanto “a” como L pueden ser infinito:

v

v

[

limf(x) =L lim f(x) =L

X—0 X—>— o
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A
A
_/ [
a »
/ a \
- lim f(x) = -
I. f X - X—a
lim Fx) lim f(x) =0
A A
lim f(x) =
lim f(x) = o
X lim f(x)=—-

0000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sesesocssssscscscscsssscssscsscscss,

: Dibuja una funcién que cumpla:

Flimfo) =3, f(1)=0, limf(x)=5, limf(x)=—o, limf(x)== yque

no exista limite en x=3.

...........................................................................................................................................

5. PROPIEDADES DE LOS LIMITES
1) El limite de f(x) en x = a existe si coinciden los limites
laterales y, de ser asi, es Unico.

2) 1im (f + g)x) = lim f(x) # lim g(x)

3) Iim(f'g)(X)=IXiD‘a\f(X)~IXiDg 9(x)

X—a

4) lim(f/g)x) = lim F(x) /1im 9(x)

X—a X—a

5) lim (kf)x) = k - lim f(x)

[imotx)
6) lim (F))*™ = (um f(x))m
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Como puedes observar, operar con limites es sencillo, pues se cumple que
el limite de la suma, resta, multiplicacién, divisidon y potencia es la suma, resta,
multiplicacion, divisidon y potencia de los limites respectivamente.

Si disponemos de la grafica de la funcidn, parece sencillo calcular el limite
en cada punto. Pero lo habitual es que conozcamos no su grafica, sino su formula o
expresion analitica. Necesitamos, por tanto, aprender a calcular limites a partir de
la expresion analitica de la funcidn.

6. CALCULO DE LIMITES

Ya habiamos indicado anteriormente que lo natural es que el limite coincida
con la imagen, ya que los puntos proximos a “a” tendran imagenes proximas a la
suya f(a). (También hemos dicho que esto no tiene por qué ser cierto).

Por eso, los limites se calculan inicialmente cambiando x por “a”.

Ejemplos:
1) Iin:\z(x2 +3%) =(-2)? +3(-2) = -2
2) lim2X=1_>
x—3 X3 27

3) Iim2x+3)=2w0+3=w»

Representa graficamente, de manera aproximada, los resultados obtenidos.

Pero observa lo que sucede en los siguientes casos:

. x> -6x+9
lim>———— "~ =
X—3 X_3

0 X +2
— lim
0

X—>0 X

© . 2
= — lim = =
0 0

. . . s 0 ,
Algunas de estas operaciones te resultaran desconocidas. éCuanto es 0 o QY
0

Muy sencillo, sabemos que % =3 porque 3-5=15. Luego % debe ser un no°
que multiplicado por 0 dé 0. iiY todos los nUmeros reales cumplen eso!!
Por tanto, % es un numero cualquiera o indeterminado, es decir, %=k porque
k-0=0.

Se dice entonces que % es una INDETERMINACION.
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. .z e 0]
Observa que ocurre exactamente lo mismo con la operacion —. Sabemos que
0]

cualquier n® multiplicado por «» da «. Por eso 2 =k , yaque kio=om
e e}

Luego también ® es una INDETERMINACION.

(e 0]
3
De hecho son la misma operacion, ya que podemos escribir: © =0 30 = 9
0 5 50 0
0

Igualmente son indeterminaciones: o - o, % (k #0), 17, «°, 0%, 0-x

Veamos cdmo “determinar” en cada caso las indeterminaciones, es decir, como
averiguar en cada funcion y punto concretos, cual es el valor que adopta la
indeterminacion:

6.1 Indeterminacion % conk =0

. . 7
Ejemplo: [im—= 0

Esta “indeterminacion” es diferente a las demas pues 0 no es igual a cualquier

n° real. De hecho no es igual a ninguno, pues ningun n° real multiplicado por 0
puede dar k. Ya sabiamos que cualquier nimero dividido entre 0 da «. El
problema esta en el signo: puede ser = «». Ello se debe a que el denominador no
es 0 exactamente, sino que “tiende” a serlo. Y no sabemos si se acerca a 0 por su
izquierda (por los nimeros negativos), o por su derecha (positivos).

Por eso es necesario calcular los limites laterales: para determinar si el
resultado es +«, -«. Si existen los limites laterales y son iguales, la funcion tiene
limite; si son distintos, el limite no existe.
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2 . . ., .
=6 indeterminacion. Calculamos los limites laterales:

. 2 2
lim = = +4+w
x>1t X —1 0

Como los nimeros que tienden a 1 por su derecha son de la forma 1’0001,
1’0000001..., al sustituirlos en x y restar 1 se obtienen valores cada vez mas
proximos a 0 pero siempre positivos (se indica escribiendo 0*).

Sin embargo, si x tiende a 1 por su izquierda toma valores de la forma
0999, 07999999..., vy la resta de 1 dara como resultado nimeros tendentes a 0,
pero negativos.

Como los limites laterales no coinciden, diremos que no existe limite en x=1.
Pero eso no impide que hayamos cumplido nuestro objetivo: ahora sabemos
como es la funcién en un pequefio entorno de 1. éNo es asi?

v

Actividad
3. Calcula los siguientes limites: (Tipo k/0 k=0)

. 3x . X . 1 1
a) lim lim c) lim
) x—1 X2 -1 ) x>-32X + 6 ) x=4 X — 4 x—0 X2

6.2 Indeterminacion %

. . - 0
Ejemplo: im———m—M = —
0

Vamos a establecer dos casos:

A) Si f(x) es racional (cociente de polinomios como en el ejemplo anterior), el

hecho de obtener el valor 0 al sustituir x por 2 tanto en el humerador como en el

denominador, significa que 2 es una raiz de ambos polinomios. Por tanto, si los
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descomponemos en factores, aparecera el factor (x-2) en el numerador y en el
denominador y podra simplificarse.

0 .
Por eso, en el caso — se descomponen numerador y denominador

en factores y se simplifica el factor (x — a) que serd comun a ambos.

lim ——— = 0 in det er min ado

descompone mos en factores numerador Yy deno min ador.
X = Xx-1
|imz%=nmz(x-l)=2-l=l

¢(Existe f(2)? ¢(Qué significa que el limite sea 1?

B) Si f(x) contiene raices cuadradas, se multiplica numerador y denominador por
la expresion conjugada.

Ejemplo:

0 . . . .
=0 indet er minado, multiplicamos numerador y deno minador

I'm—3x
i

x>041-x-1
por el conjugado del deno minador

3x  T-x+1  3x (i-x+1) 3x (VI-x +1)

lim =1m =lim —/————— =

x-0 J1-x-1 J1-Xx+1 X0 (m)z-lz X0 1-x-1

| 3x (VI-x +1) _ 3(vI-x +1) =3(\/ﬁ+1)=3(1+1)=_6
X~ 0 -X X~ 0 -1 -1 1

Haz un esbozo grafico del resultado.

| Actividad

:4. Calcula los siguientes limites: (Tipo 0/0 )

3 2 _ _ _
x4 -1 1+x) -1 c) lim 2x -2 d) lim V2 x2 V2 + X
x->1 3% 1 X x—1 (X _ 1)2 x—0 X< + X

|

|

: a) lim——— b) Iing
| X—>
|

[
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6.3 Indeterminacién —
o0

. ) 22X 4+ x+2
Ejemplo: Ilm—3
X—0 X -

Antes de estudiar la manera de resolver esta indeterminacién veamos el
siguiente limite:

|im(X2-X+2) =w?-04+2 =

X— @ T

2 . 2 o . .
La resta o“- o esiguala ooya que a o = o0-00 (infinitas veces «» ) sélo le quitamos
oo (una vez o)y, por tanto, seguira quedando o . Sumarle después 2 es irrelevante.

Podemos deducir que al cambiar x por «» en un polinomio, el término de

mayor grado convierte en irrelevantes a todos los demas pues, si es de grado 4

por ejemplo, ax*+bx® +cx? +dx+e, w*= w. ©® es infinitas veces « 3,
mientras que el siguiente término bx> sdélo contiene b veces »*> (un nO finito).
(Sumar o restar 2 a «, es lo mismo que sumar o restar «» a «?, ©* a «©°,y asi

sucesivamente : irrelevante).

.7 . . .y o0
Nos basaremos en esta conclusion para resolver la indeterminacion —.
o0

Veamos los siguientes ejemplos:

2x> +X+5 2

1) lim=——"—= =— (indeterminacién) = lim = |lim2x=20=o
X—>00 X+ 3 0 X=X X—>00

Observamos que el «» del numerador es infinitas veces mayor que el del
denominador, luego el cociente es «.

2
xomo X+ 3 -

La solucién final (o) légicamente es la misma, pero debe respetarse el
signo (=) de la indeterminacion, pues las imagenes de los valores de x proximos a

2x2 +x+5

4 — _106
T3 (Compruébalo con x = -10°).

-0 son negativas en la funcion f(x)=

Podemos deducir, por tanto, que siempre que el numerador sea de
mayor grado que el denominador, la solucién sera +ow.
(Dado que el infinito del numerador sera infinitas veces mayor que el del
denominador y se respetara el signo del cociente).

3 -
3) Iimw = f(in det er minacion) = li
X—>0 2x° +5 o0 X—® Dy x—® D
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Esto significa que si los polinomios son del mismo grado, el limite
coincidira con el cociente de los coeficientes de mayor grado.

Légicamente, la division entre 3 veces «° y 2 veces «°, es 3/2, pues
ambos infinitos son de la misma categoria.

. 3x-1 i . . . .
4) lim—F—7——= ﬁ(ln deter minacion) = I|m3—x = I|mi = 3 =0
= x> +3X o0 xom x3 xomx?

Deducimos también que si el numerador es de grado menor que el
denominador, la solucién sera siempre O.

La razén es evidente: el denominador es infinitamente mayor, y la division
entre infinito es 0.

Con estas conclusiones podemos calcular cualquier limite de la forma

1
o0

aunque no venga dado como un cociente de polinomios.
2 -

5) lim3X_"X*2 _©indet.) =0

X—>o0 /XG +1 0

El nhumerador es de grado 2 y el denominador de grado 3 (6/2).
r———~—"""-"""/""7""7""/""”"/”"”"”"""~ 'i
| Actividad |
I |
| 5. Calcula los siguientes limites: (Tipo « /) :
I |
| 2 2 _ 32 2 I
L a) |im—2x3 Ly im2Xix-1 X Lo lim —4X2 X“+3 gy tim 3EX)” -1
| xoe X7 42 x>e —5X° +2 xome XS =X +5 X |
I |
I |

6.4 Indeterminacién o — o

Ejemplo: lim(Jx+3 - \/;)

Distinguimos dos casos:

A) Si f(x) es la resta de dos funciones racionales se opera primero hasta conseguir
una funcion racional.
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Ejemplo:
. 2X 1 . . L, , .
lim -——| = -0 indeterminacion. Resolvemos el paréntesis:
x—1 X2 -1 X- 1
2x-(x+1) _oox-1 o T 1 1
-1 x?-1 -1 x2-1 x1(X+1)(x=4) x»i1x+1 2

**Recuerda que debes conocer la interpretacion grafica del resultado obtenido,
pues de otra manera no tendria sentido calcular limites**

A

1/ (0]

v

B) Sif(x) es una resta de funciones con raices cuadradas, se multiplica y se divide
por la expresién conjugada.

Ejemplo:

lim (x/x“ +1- xz): o -wo, indeterminado, multiplicamos numerador y

X

deno minador por la expresién conjugada.
im (\/x4+1-x2X\/x4+1+x2) im x* +1-x*
X Vx* +1 4 x? x>o o x* +1+x?
1 1
im ——— =—=0

e N Ix* 1+ x? ©

Actividad

6. Calcula los siguientes limites: (Tipo o« —©)

|
|
i
i a) lim(yx* +3 - x) b) im(x? +1-3x)  ¢) lim(x* —2x —+x* ~1)
|
|

Estaras de acuerdo en que el limite es mas util precisamente cuando es
indeterminado, puesto que eso indica que probablemente no hay imagen. La
informacién que aporta el limite, aunque aproximada, sustituye a la que deberia
haber dado la imagen.
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7. CONTINUIDAD

Intuitivamente, podemos entender por funcidén continua aquella que puede
dibujarse “sin levantar el lapiz del papel”.

Pero ya sabemos que las matematicas exigen algo mas de rigor para definir
cada concepto. Si nos preguntamos qué condicién o condiciones debe cumplir una
funcién para ser continua en un punto, llegaremos a esta conclusién:

Definicién: Una funcion f(x) es continua en un punto x=a si cumple:
1) existe f(a) ( es decir, ac Dom(f))

2) existe limf(x) ( los limites laterales existen y son iguales)

3) limf(x)=f(a) (imagen y limite coinciden)

Observa que cada condicién es imprescindible pues, de no cumplirse, se
produce una discontinuidad.

A A / A
; [}

v

/ / "

Ff(a) A lim f(x) lim f(x) * f(a)

X—a

La imagen es lo que ocurre en el punto x=a; el limite es lo que ocurre en
un pequefio alrededor. Observa que para que f sea continua en x=a, se pide que
“lo que ocurre en “a” sea lo mismo que lo que ocurre a su alrededor”. Logico, éno?.

Diremos que una funcién es continua en un intervalo si lo es en cada
punto del intervalo.

Se produce una discontinuidad siempre que se incumple una o mas de las
tres condiciones anteriores.

...........................................................................................................................................
.

i Dibuja funciones que verifican las siguientes condiciones:

1) no existe f(2) pero si Iin;l f(x)
i2) no existe f(2) ni lim f(x)
23) existe f(2) pero no Iin; f(x)

§4) existen f(2) y Iir721 f(x) pero son distintos

: Observa tus dibujos. Si tuvieras que clasificar las discontinuidades en

i evitables e inevitables, (coémo lo harias? Fijate que para “reparar” la

i discontinuidad en algunos casos bastaria con modificar un punto, pero en otros
; habria que “mover” media funcién. ¢Doénde esta la diferencia?

.
...........................................................................................................................................

Efectivamente, en el limite.
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Si el limite existe, pero o no hay imagen o no coincide con él, la
discontinuidad se llamara EVITABLE. Pero si no existe limite, haya o no imagen, la
discontinuidad se dird INEVITABLE.

— EVITABLE
3 limf(x) peroo A f(a) o es distinto al limite
X-a
SALTO FINITO

Limites laterales
finitos

TIPOS DE

DISCONTINUIDAD _ DE PRIMERA

ESPECIE
Limites laterales distintols

SALTO INFINITO
INEVITABLE alguno de los
Z lim f(x) laterales igual a ©

X-a

| DE SEGUNDA
ESPECIE

No existe alguno de

los limites laterales

Ejemplo:
. 2x -4 : o
Dada la funcion f(x) = — 1 estudia la continuidad en los puntos
X -
x=0,2y-2.

A) En x=0 analizamos las tres condiciones: 1) f(0)= 1 existe imagen

2) lim 2)2( - : = 1 existe limite

x>0 X -

3) f(0)= Iing f(x) son iguales

luego la funcién es continua en x=0.

B) En x=2 1) f(2)= % no existe, luego la funcidén no es continua en x=2.

Para conocer el tipo de discontinuidad necesitamos saber si existe o no limite.

. 2x-4_ 0 . C oy 2(x=2) . 2 _2_1
2) lepg—xz_4— 0 (|ndeterm|naC|on)—lep;(x_l_z)()mj— lepgx+2— 23

Por tanto, la funcién presenta una discontinuidad evitable en x=2.

**E| factor (x-2) no se podria simplificar al hallar la imagen f(2) porque, en ese
caso, x seria exactamente 2 y el factor tomaria el valor 0. Sabemos que no se
puede simplificar el 0. Sin embargo, en el limite, x toma valores muy proximos
a 0 pero ninguno igual, luego el factor x-2 no es 0 y se puede simplificar. Eso
hace que haya limite pero no imagen.**
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C) Enx=-2 1) f(-2)= 68 = -» no existe. Veamos el tipo de discontinuidad:

. 2x-4 -8 . ;o
2) lim ———= — indet. Calculamos los limites laterales:
x-2x*-4 0
. 2x-4 -8 . 2x-4 -8
lim — = = + lim —= —=-
-2t X -4 0 x--2" X -4 0

como son distintos no hay limite.

luego en x=-2, la funcidon presenta una discontinuidad inevitable de
primera especie de salto infinito.

Representa graficamente el resultado del limite y verifica que se produce un
salto infinito.

Veamos lo que ocurre en una funcién a trozos:

Ejemplo:

2X x<3

estudia la continuidad en x=1,3.
3x+2 X2 3

Dada la funcion f(x) :{

A) En x=1, analizamos las tres condiciones: 1) f(1) = 2-1=2 existe imagen

2) Iin‘lm 2x =2 existe limite

3) f(1) = Iin'11 2x =2 son iguales

f(x) es continua en x=1

B) En x=3, 1) f(3)=3-3+2=11
Iir71(3x +2)=11
. _ X— 3 . 7 .
2) |XI[T3] f(x) = lim 2x = 6 no existe limite

X-3

f(x) presenta en x=3 una discontinuidad inevitable de primera
especie de salto finito.

¢Crees que esta funcién podria tener otros puntos de discontinuidad
ademas de x=3?

000 000000000000 0e000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000cc000c0ccccc00cccccccccsssccsssscccoorre

: Suponiendo que tuvieras que analizar en qué puntos no es continua una :
:funcién de la que conoces su expresion analitica ¢en qué puntos te fijarias? :
:Razdénalo tanto si es una funcién a trozos como si su expresiéon es Unica.

: Para pensarlo, averigua cuales son los puntos que pueden incumplir
{alguna de las tres condiciones de continuidad.

...........................................................................................................................................
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Actividades

7. Estudia la continuidad de f(x) = X

5 en los puntos x=-1, x=0y x=1.
X

8. Estudia la continuidad de las siguientes funciones definidas a trozos y especifica
el tipo de discontinuidad:

1 x>0

) X Xx<0

a) f(x) ={x“ +x-2 -1<x<0 b) f(x) = X
-2x-1 Xx<-1 X x>0

X2 +4-2x x<2 3
- X <0

c) f(x) ={x-2 2<x<4 d) f(x) ={x
5 X >4 4 x>0

x-1 X <2

9. Indica el valor de k para el que la funcion f(x) =
3x +k X>2

sea continua en todo R.

197



Colegio Vizcaya 1° Bachiller

EJERCICIOS Y CUESTIONES. LIMITES Y CONTINUIDAD.

1. Calcula los limites de las funciones siguientes en los puntos indicados.
Representa graficamente los resultados.

3 2
2X en -2,1,2 b) f(x) = X -2x+1 0,1
x? -4 x-1

a) f(x) =

2. Calcula el limite cuando x— «» de las funciones y representa los resultados
obtenidos.

3x3 -2
5

a) f(x) = -x’+7x+2  b) f(x) = %

c) f(x) = 2x-x? d) f(x) =

3. Calcula el limite cuando x> y x— —o de las siguientes funciones y
representa los resultados obtenidos.

4

— 3 —
a) () = & b)f(x) = =X ) fx) = 32X d)f(x) = -2x45x> ~ x + 1
X xX° +1 1+x
3x+1 X < -2
4. Dada la funcion  f(x) = {x? -2<x<1 calcula:
1 x=>1

a) lm f(x) b) imfe) ¢ lmf(x) d) limf(x) e) limf(x)

f) EE} f(x) 9) lim f(x)  h) lim f(x) i) limf(x) ) f(-2)
k) f(1) ) f(-1) m) f(7)

Comprueba los resultados obtenidos realizando la representacion grafica.

5. Calcula los siguientes limites: (Tipo 0-)

a) Iim(x3-2—xj b) |im{X;1. L)

X 3x* -2 x—1 X -1

6. Calcula los siguientes limites: (Tipo 1~)

! X 3x2 2x
a) Ling(l — 2X)X b) Iim[ ZXZ 3J <) “m(Z + 3xj d) Iim(SX - zj

x—n| x2 4 x—o| 3X —1 x—o| Ex + 1
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7. Calcula los siguientes limites:

1) Iim( 4 7 ] 2) lim (M—x)

xo1 x2 —5x+4 x-1

1 1 2 5
3) lim|= - ——— 4) i -
)legg(x x+3x2j )Qm(x2—5x+6 x—3J
1 3
5) lim (sz +5 - x2 —7X) 6) Iim( - 3j
X x>1\1-X 1-x

0] |im(\/x2 “Ax+2 - x) 8) |im(‘1+ ”1“‘]

X—>0

X2 —2x 2 -4 -x
9 lim——— 10) |im———
x>2 X —4xX + 4 x—0 X
x3 -2x? -2x -3 4x3 —2x?% + x
11) |j 12) im—————
) lim x2 -9 ) M o
x? —6X + 8 3x2 -2x -1
13) lim———1— 14) lim——5——
X—>4 X -4 X—>0 X> +4
X — X
15) |im 16) lim
x>l \x -1 x>0 41 + X —4/1-X
1+2x - 3x3 . 1)
17) lim———— 18) lim|1l+ —
) im x?+x> -4 ) X—m( 4xj

8. Representa graficamente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:

a) |X|£721 f(x) =-2,; f(2)=5; Dom(f)=R; Im(f)=(-2,+0)

b) 'X‘D? g(x) = 4; g(x) estrictamente creciente en (— oo,1); Im(g)= (— oo,4]
©) lim h(x) =3; lim h(x) = 5; h(2)=4 ; Dom(h)=[0,3]

d) Jim t(x) = 4 = lim t(x) = lim t(x)

e) fx)>0vx>2; f(x)s0Vx<2 Iin‘zlf(x)

) Dom(f) = R - (2,3]; Imf=R; Jim f(x)=0; lim f(x) = -2; f(0)=0

x—27 x—3"
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***|ndica siempre el tipo de discontinuidad, si ésta se produce***

9. Estudia la continuidad en x=0 vy x=+/2 de la funcién f(x) = 25 >
X —
10. Estudia la continuidad de la funcion:
2x -1 x<1
f(x) = {x? 1<x <3 enlospuntos x=1, x=3, x=0.
3 X >3
11. Estudia la continuidad de las funciones:
2X X <3 3x
a) f(x) = b) f(x) =
) ) {l—x X >3 ) 1) x* -4
x? +1 x<0 1
- Xx<1
c) f(x) ={-x+1 O0<x<3 d) f(x) = <x
3 X >3 2 x>1
3
— x<0 X x<0
d) f(x) = {x < e) f(x) = { =
4 x>0 x x>0

*** Si puedes, dibuja las funciones para confirmar el resultado***

x-1 X <2

12. Indica el valor de k para el que la funciéon f(x) =
3x +k X2

sea continua en todo R.

5/ % X=0

13. (Existe algun valor de k para el que la funcién f(x) = {k —0

sea continua?

1 Xel

14. Estudia la continuidad de la funcién f(x) = {
0 X¢glZ

15. Calcula el limite cuando x tiende a 2 de las funciones:

-4 .5 3x-1  x<2
a) f(x) =41 x-2 b) g(x) =
2 X=>2
5x X=2
3-X X >4 X X <3
c) h(x)={ d)i(x) =<{x-2
X+ 2 X <2 2
X X=>3
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CUESTIONES

1. Siuna funcion es estrictamente creciente en todo R ¢ésignifica esto que

lim f(x) = o ?

X—>0

Si no es asi, pon un ejemplo que lo demuestre.

2. ¢Puede una funcién f tener como dominio R-{a} y existir el limf(x)? Situ
X—a

respuesta es afirmativa, pon un ejemplo.

3. ¢Puede una funcidn ser continua en un punto x=a y no existir en dicho punto?

4. ¢(Se puede calcular el limite de una funcidn en un punto en el que no esté
definida? éPuede ser la funcion continua en ese punto?

5. Sea la funcion F(x):

51

52

53

54

v

Sefiala la afirmacidon correcta:

a) F(a) = 1 b) F(0) = 1 c) F(c) = 1

Sefiala la afirmacion correcta:

a) legg F(x)=1 b) IX|LTC1 F(x)=1

Sefiala la afirmacion correcta:

a) lim F(x) = 1 b) F(0)=0

X—>—0

Sefiala la afirmacidon correcta:

a) lim F(x) =1 b) lim F(x) = —o

x—0" x—b™

201

c) lem F(x) =

c) legg F(x) = «

c) lim F(x) = ©

X—>C

d) F(c) no existe

d) legg F(x) =m

d) F(b)=0

d) limF(x) = 1
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5.5 Sefiala la afirmacion correcta:

a) Si x<0, entonces F(x)>0
b) Si x>c, entonces F(x)>1
c) Si 0<x<b, entonces F(x)<0
d) Si b<x<c, entonces F(x)>1

2

6. Dadas las funciones f(x) = X >
+

y g(x) = x-2, sefiala la afirmacion falsa:

a) Si xeDom(f) nDom(g), entonces f(x) = g(x)
b) Iinjzf(x) = Iirrj2 a(x)

c) Si xeDom(f), entonces f(x) = g(x)

d) Alguna de las afirmaciones anteriores es falsa.

7. éCual es el Iing V=x2%7?
X—

a) existe sélo por la izquierda
b) 0

c) es indeterminado

d) no existe.

X+1 X <2

8. La funcioén f(x) = , €en x=2 es
2x -1 X =2

a) continua, pues Iin'21 f(x) = f(2)

b) discontinua, pues lim f(x) = lim f(x)
X—2" x—2%

c) discontinua, pues no existe f(2)
d) nada de los anterior es cierto.

. x3 -1
9. Sif(x)==; 1 entonces
X

a) f(1) = limf(x)=1
b) f(1) = limf(x)=>

c) f(1) no existe, pero |in’11f(x)=§

d) f(1) no existe, pero Iin'11f(x)=1

10. Tras un estudio demogréfico se ha determinado que el nimero de habitantes
de cierta poblacion, en los proximos afios, vendra dado por la funcion:

f(x)= 14'5020X +17'200 donde x es el nimero de afos transcurridos.
X +

a) ¢Cuantos habitantes tiene la poblacidn en la actualidad?
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b) éCudntos tendra dentro de un afio? ¢Y dentro de dos?

c) Suponiendo que la funcién fuese valida hasta el final de los
tiempos écrees que la poblacion creceria indefinidamente o se
estabilizaria en torno a un determinado numero de habitantes?
Justifica la respuesta.

Ampliacion

J x-1
1. Iim(X— x?2 +x—1)= —% 2. lim - =0
o ey x3 -1
3 2 _
3. |im$_1x2=3 4. Iim(\/X3+3X2 NS +X2j=oo
x-1 X~ - Xor o

3 2
5. lim (\/xz 5%+ 6 _x] =_g 6. “mwz_g

-2 X -X-6

203

X% -1 . 2xX*+6x*-3x _ 3
7'|me-1_ 8. 'J[‘S' 2x+5x 5

o x*-1_3 234X +2x _
o lemxz-l_i 10. lim x3-x2-x+1

X?-6x+9 x? -5x + 6 .

11. |im—————=0 12. |im ———=No existe

i X -3 Ix|[gx2-4x+4

2x2 +7x+ 6 1

13. fim ———— =-= 14. fimlx +2 - Vx - 2)=0

x>-2X> +3X° +3x+2 3 X

x? - 3x . X

15. |im————=No existe 16. Im————=1

x>3 X? — 6X + 9 x>0 1+ X -41-X

i 2-x=3_ 1 X4,

. —_— = dim—e =

D x2_49 56 x>z X2 — 3X + 2

’ x3+1__§ ’ X2_5X+10—Noexiste

V] 2 AR T X2 25

2_
. |im2X—1=—2 22. 5 3 __4 j=No existe
x>-1 X +3X + 2 X*-5x+6 x-2
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UNIDAD DIDACTICA 9

DERIVADAS

1° BACHILLER

205



Colegio Vizcaya 1° Bachiller

OBJETIVOS DIDACTICOS

1. Interpretar geométricamente el concepto de derivada de una funcién en un
punto.

2. Hallar la derivada de una funcién en un punto mediante la definicion.
3. Hallar la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto dado.

4. Determinar, mediante el calculo de derivadas laterales, la derivabilidad de
una funcién en un punto.

5. Derivar operaciones de funciones (suma, resta, multiplicacion, division y
composicion).

6. Encontrar las derivadas sucesivas de una funcion.

CONCEPTOS

1. Derivada de una funcién en un punto: concepto, interpretacién geométrica y
definicion.

2. Funcién derivada. Derivadas laterales.
3. Derivadas sucesivas.

4. Calculo de derivadas.

5. Derivadas de operaciones con funciones.

6. Ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto.
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DERIVADAS

1. INTRODUCCION:

El estudio de las funciones y curvas dio lugar al nacimiento de una nueva
rama de las matematicas: el Calculo Infinitesimal o Analisis Matematico. Su origen
estuvo relacionado con la resolucién de dos problemas: el movimiento no uniforme
y el calculo de la recta tangente a una curva en un punto cualquiera de ella (nos
centraremos en este ultimo).

Ambos problemas fueron resueltos separadamente por el matematico inglés
Isaac Newton (1642-1727) y por el matemaéatico y filésofo aleman Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), que protagonizaron una agria disputa por la
paternidad del descubrimiento, que hoy en dia se otorga a ambos.

Newton descubrié el método de las tangentes (lo que hoy se conoce como
derivacion) entre 1665 y 1666 pero lo publicé en 1693, mientras que Leibniz, que lo
descubrié mas tarde, entre 1675y 1677, lo publicé antes, en 1684.

Posteriormente, matematicos como Euler, Gauss y Cauchy desarrollaron el
Célculo Infinitesimal hasta convertirlo en una de las ramas mas potentes de las
matematicas.

El problema de la tangente a una curva en un punto, es decir, la direccién del
movimiento de un objeto a lo largo de la curva en cada instante, es el eje sobre el
que se asientan numerosos conceptos matematicos y fisicos como la velocidad de
un movil, las trayectorias de los satélites o el estudio de los extremos de una
funcion de cara a su optimizacion.

Empezaremos por revisar qué se entiende por recta tangente a una curva en
un punto. Si afirmamos que se trata de “la recta que corta a la curva en ese
punto”, probablemente estaras de acuerdo, porque coincide con la idea que ya
tienes formada sobre dicha recta. Pero recuerda que para identificar el concepto es
necesario precisar bien las palabras.

Esta recta corta a la curva en un punto y no es
tangente en él.

Sin embargo, en el siguiente grafico se podria asegurar que la recta es
tangente en el punto P, a pesar de cortar a la curva en mas de un punto.

De hecho, puede ser tangente en mas de un punto a la vez:
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Ya sabes que el leguaje matematico se caracteriza por su capacidad para
definir con el maximo rigor y precision cualquier concepto. Aunque a veces, como
en este caso, la tarea resulta compleja.

(***Las matematicas son precisas, concisas e incisas y no confusas, profusas ni
difusas*** ;Qué te parece esta frase?)

La recta tangente va a ser definida como una recta limite de otras rectas.
Observa el dibujo:

v

Si trazamos una secante que pase por el punto P y otro cualquiera P,de la
curva y movemos P; acercandolo a P, la recta secante cambia de posicion. De
manera que a medida que P, tiende a P, la secante tiende a estabilizarse en torno a

una recta limite que seré la recta tangente.
(Hacer el limite cuando P, -» P permite que siempre dispongamos de dos

puntos, por muy proximos que estén, para trazar la recta secante. Pues P, siempre
sera distinto de P).

Ya podemos hacer la definicion de recta tangente. Utilizaremos la ecuacion
punto-pendiente por ser éstos los datos de que disponemos.

Definicion:

Llamamos recta tangente a la curva f(x) en el punto P a la recta que pasa
por el punto P y tiene por pendiente, el limite de las pendientes de las secantes
trazadas por P y otro punto cualquiera P, de la curva, cuando P, tiende a P.

La pendiente de las rectas PP,, PP,.. PP, se va madificando y, en el limite,

se convierte en la pendiente de la tangente. Este concepto sera lo que llamemos
derivada.

Por tanto, entenderemos por derivada de una funcién f(x) en un punto P, la
pendiente de la recta tangente a esa curva en dicho punto P.

Trataremos de escribir matematicamente todos estos conceptos.
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Designamos unas coordenadas a Py P;: P (a,f(a)) y P; (a+h, f(a+h))

ecante PP,
f(a+h) P,
f(a+h)-f(a)
3]
@) |
- | h
a a+h -

Escribimos la ecuacion de la tangente en forma punto-pendiente:

= Punto P(a, f(a))
* Pendiente my = Lim (M)
P, »>P

y-f@=myg - (x-2a)

Para hallar m calculamos primero las pendientes de las secantes. Para ello

tg ?

5
consideramos el vector PP, :

PP, = (a+h-a, f(a+h)-f(a)) = (h, f(a+h)-f(a))

= V. _f@+h)-1®

. . _f(a+h)-f(a)
sec v, h = mtg = g{m(msec) =lim————

Thao h

Intenta razonar por qué cambiamos P, — P, por h—0

Luego la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) en el punto x=a
sera:

fa+h) - f(a)
h

y-f(@=lim (x-2)

Definicién:
Se llama derivada de f(x) en el punto x=a, y se escribe f'(a), al siguiente
limite:

f(a+h)-f(a)

r@=tn S

que representa geométricamente, la pendiente de la recta tangente a la curva
f(xX) en ese punto x=a.
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Ejemplo: Calcula la derivada (pendiente de la tangente) de la funcién
f(x)= x? en el punto x=3.

f _ 2_ 2_

@+h-f@3) _ . B+h?-9_ . 9+6h+h?-9
h h-0 h h-0 h

h(6 + h)

Sabemos que f'(3)= Ihmo1

= lim6+h)=6
h-0 h-0
De esta manera, podriamos calcular la pendiente de la tangente en cada punto
realizando el limite correspondiente. Pero si usamos un punto genérico x
calcularemos todas esas pendientes en un unico limite.

f(x+h)-f +h)? - x2? 2+ 2xh+h? -x2 h(2x +h
h-0 h h-0 h h->0 h h-0 h

Igﬁrrg(Zx +h) = 2x

Por supuesto, si f'(x) = 2x, entonces f'(3) = 6, f(-1)=-2, f(7)=14 ..

Actividades

1. A partir de la definicion de derivada, calcula f'(1) y f'(0), siendo
f(x)= 2x?-1. Calcula, de la misma manera, la expresion general de f(x).

2. Calcula, a través de la definicion, f(0) y f(2) siendo
2
f(x) = X°+1 Xx<O0
2X X2 0

2._DERIVADAS LATERALES. FUNCION DERIVADA

Hemos visto que la derivada de una funcion f en un punto x=a, si existe, es
f'(a) y viene dada por:

f(a+h)-f(a)

r@=tm

Si f (a) es un numero real, entonces f es derivable en a. En caso contrario, si
no existe el limite, la funcién no es derivable en a.

Sabemos que no existe limite cuando son distintos los limites laterales. Lo
que nos lleva a definir las derivadas laterales.

a) Derivada lateral por la izquierda de f en x=a:

f(a )= lim @M -1@)

h-0" h
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Graficamente indica que se elige P, a la izquierda de P, por lo que h sera
siempre negativo y tanto mas pequefio cuanto mas se acerque P, a P.

b) Derivada lateral por la derecha de f en x=a:

fa+h) - f(a)
h

f'@")= h“r;l

Igualmente, la derivada por la derecha indica la eleccién de P, a la derecha de P.

Diremos que f es derivable en x=a si existen las derivadas laterales y
coinciden

f'@=f'@)=f@")

Ejemplo:
2 >
Sea f(x) = {X x=2 ¢Existe f'(2)?
X X <2
f2+h)-f(2 2+h)* -4 4+4h+h®-4
f'@7) = Ilim fe+h-12) )= lim @+hy -4 =lm-———-=
h-o* h h-o* h h-o* h
. 4h+h*> _ h(+h .
lim ———— = lim h@+h _ lim@+h)=4
h-o* h-o* h-o*
£1(2) = lim f(2+h)-f(2): lim 2+h-4 _im h-2 :£:+OO
h>0" h h>oo h ho- h 0
Por ser distintas las derivadas laterales, f(x) no es derivable en x=2.
Dibuja la funcidon y comprueba los resultados obtenidos.

Actividad

|
|
|
| 3. Estudia la derivabilidad de la funcion f(x) = {
|
|
|

I
QL
Q
-
~
X
<

Podemos hallar la derivada en un punto determinado x=a. Pero si queremos
calcular la derivada de f en varios puntos, sera preferible calcular f en un punto
genérico X, Yy luego particularizar a los puntos deseados.
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Se deduce, por tanto, que f'(x) es, a su vez, una funcidbn que asocia cada
punto x con la pendiente de su tangente.

Si f es derivable en un intervalo de R, la funcidn derivada de f es la que a
cada x del intervalo le hace corresponder la derivada de f en dicho punto. Esta
funcion se designa por:

o=t

f(x +h) - f(x)
h

Una funcion f es derivable en un intervalo si lo es en cada punto del
intervalo.

Ejemplo:

5 . .
Sea f(x) = =, calcular f*'(1)y f'(2):

X

5 _5 5x -5 (x+h)
f-(x):Lim[wJ:um X+h X || e ex ]
h—0 h h—0 h h—o h
5x — 5x —5h -5h

h—0 h h—0 h h—0 (X+h).x.h h—0 (X+h).x

-9 _ =9 ___5:> f'(X)___S
(x+0)-x Xx-x x? x?2
, -5 -5
f(l):_ZZT:_5
, -5 -5
f(2):—2:7

Si agrupamos las funciones en familias: potenciales, exponenciales,
logaritmicas, trigonométricas... y calculamos la derivada de cada una en un punto
genérico x, llegaremos a las fébrmulas que aparecen a continuacién y que, una vez
aprendidas, evitaran que tengamos que realizar el limite en cada caso concreto.
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3. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES
FUNCIONES FUNCION SIMPLE | FEUNCION COMPUESTA EJEMPLOS
F. Constante y =Kk
y' =0
F. Identidad y =X
y =1
F. Potencial y = x? y = 2 y= (x3+3)’
y = y’:a.fa_l.f ' y’=7-(X3+3)6-3X2
E. Exponencial y =a* y=af y = 591
y’ = ' — gf. . ' 1
y'=a'-Lna-f Yy =5 X+1-Ln5-%(x+l)2
= e _ Af 2
(caso particular )); _ y=¢ y=e?
aze) y,:ef'f y7=62x2.4x
F. Logaritmica y = log X y = log f y = log;(4x +2)
y = , f y = 4
Y= ¥lna (4x +2)-Ln3
. y = Lnx _ _ x+5
(caso particular y = y = Lnf y=1Ln3
a=e) ,_ B ,_3"+5-Ln3_Ln3
y = f y = 3x+5 -
F. Potencial- Ex y = f9 y= x™
onencial '— . fO-1. £ 9. L 1
ponencial Y=4d f f+f Lnf g y' = Lnx- X1 lnx e
F. Seno y = sen X y =sen f y = sen (2% +3)
y' = y =cosf-f y’ = cos (2% +3)- 2*- Ln2
F. Coseno Yy = CO0S X y = cos f y= cos( 6x+3)
y' = y'=-senf-f y' = -sen(6x+3) - 6
F. Tangente y = tg X y=tgf y =tg (2%X)
y' = N 2
cos? f cos®(2x)
F. Cotangente y = cotg X y = cotg f y = cotg(senx)
y = ' £ , COS X
Y = T een?t sen?(senx)
E. Arco seno y = arcsen X y = arcsen f y = arcsen(e™)
y' = , f , e
- y = -
\ll—fz 1[1_e2X
F. Arco coseno Yy = arccos X y = arccos f y = arccos(7x+1)
y' = — f N 7
Ji-f2 J1-(7x +1)?
F. Arco tangente |y = arctg X y = arctg f y = arctg (senx)
y = , f ,_  COSX
Y =157 1+ sen?x
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La funcién simple es un caso particular de la funcién compuesta cuando
f(x) =x.
Completa la tabla basandote en las férmulas de la funcién compuesta.

Actividades

4. Calcula las siguientes derivadas:

a) f(x) = 4x’ b) f(x) =2x"° c) f(x) = (@x +1)°
-1 1 -1
d) f(x) = 4x 3 e) f(x) = x3 - x2 ) f(x) = 3x 3 x5
1
9) 10 = 5):/2; h) f() = (x* ~1)3 i) f() = g

5. Calcula las siguientes derivadas:

a) f(x) = e¥ b) f(x) = 3 c) f(x)=2x+1
d) f(x) = 3% - 5% e) f(x) = 7X3 —2x
6% +3x3

6. Calcula las siguientes derivadas:

Lnx e*
a) f() = f b) f(x) = ™
3x
c) f(x) =257 d) f(x) = e2x+1
35x—6
) f(x) = f) f(x) = [2x° — 5x + 7)- X2
logs(x? +7

7. Calcula las siguientes derivadas:

a) f(x) = sen(4x) b) f(x) = 4senx
©) f(x) = sen(%j d) f(x) = talx*)
e) f(x) = cos®(6x + 2) f) f(x) = cos(2®* 1)

g) f(X) = arcsen(2x? -5x +2) h) f(x) = arccos(In2x)
i) f(x) = arctg(sen(3x — 1)) J) T(X) = tg(log;(Bx - 1))

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| 8. Halla fV(0) si f(x) = e*
| 8.

|
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4. DERIVADAS SUCESIVAS

Sabemos que f es derivable en un intervalo si lo es en cada punto del
intervalo. Por lo tanto podemos hallar su funcién derivada, f'(x). Como f'(x) es a

su vez una funcién, puede ser de nuevo derivable, y podremos hallar su derivada
(f')'=f'"", llamada derivada de segundo orden o derivada segunda y asi
sucesivamente, siempre y cuando la derivada obtenida sea derivable. De esta
manera podemos calcular las derivadas sucesivas de la funcion f:
f.1f..1f...1f|v1fvm’fn)1___

Ejemplo:

Hallar f ™(x), siendo f(x) = x®
f'(x) = 3x2
f''(x) = 6x
f'""xX)=6

fYX)=0=f"(x)=0 paran=>4

Actividad

|
|
|
| 9. Dada la funcion f(x) = -3x"+x° +2x*-x-5 halla: f(0), f(1), F(-1), £(2),
: Y (0) y ' D).

5. OPERACIONES CON DERIVADAS

Derivada de la suma

(f+g)' ) =f (=g (X

Derivada del producto

(F-9) =090 +F()-g"(x)

Derivada del producto de una funcién por un escalar

k-f) ) =k-f'(x)

Derivada del cociente

[LJ.(X) _'e0- g(X)Z- fxX)-9' ()
g g ()
Derivada de la composiciéon (Regla de la cadena)

(fog)' () = ' (@()) - 9" (x)
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Ejemplo:
f(x) = senx?, calcular su derivada. Aplicamos la regla de la cadena

donde g(x) = x?,y f(x) = senx . Se tiene:

(senxz)' = cosx? - 2x

6. ECUACION DE LA RECTA TANGENTE

La ecuacion de la recta tangente a la curvay = f (x) en el punto x = a, en su
forma punto-pendiente, es:

y-f@=1(@- (x-a)

Ya que la pendiente de la tangente en ese punto coincide con la derivada.

Ejemplo:
Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) = 3x?> -5 en el
punto x = 2:

f'x)=6x=f'(2)=6-2=12=m

f(2)=3.-22 -5=12-5=7
Luego la ecuaciéon sera: y -7 =12(x - 2)

Actividades

10. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y=-x>+3x-1 en el punto de
abscisa x= 2.

=
i

a) ¢En qué punto la derivada de la funcion y=x?- 2x es igual a 2?
b) ¢En qué punto la recta tangente a la funcidon anterior es paralela al eje X?
Y paralela a la rectay = 4x+1?

X- 2y+3=0. Halla f(2) y f(2).

=
w

Halla la ecuacion de la recta tangente en el punto x = - 2 a la funcién
f(x) =3x® -5.

14. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) = -4x® + 7x -5 en el

| |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
|
|
: 12. La ecuacioén de la recta tangente a una funcion f(x) en el punto x=1 es |
| |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
' |
|
: punto x = - 3. :
| |
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7. EUNCIONES NO DERIVABLES

En aquellos puntos donde la funciéon es discontinua no es derivable pues no
tiene sentido hablar de la recta tangente en esos puntos.

Sin embargo, existen puntos donde la funcién es continua y no es derivable:
son los puntos angulosos. En estos puntos son diferentes las rectas tangentes por
la izquierda y la derecha. Es decir, el hecho de que P, tienda a P por la izquierda o

derecha da lugar a dos rectas tangentes distintas, lo que impide que exista
derivada.

4 Esta funcidon es continua en el punto a,
pero no es derivable en él.

00 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000sscsesssssssssssscsscsesssssnsncnse

Piensa en la relacién entre continuidad y derivabilidad. Razona, con
ejemplos, si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) continua= derivable, ,
b) derivable= continua,
c) se cumplen ambas

6 0000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000cscsesesosssssscscscscsnsss

sececsecscscscsesecscscscny
eeesesesesecssecscscscccses

.

A

v

2
16. Dada la funcién f(x) = {X tax+l x<1 , halla el valor de a para

5x +2 x>1
que la funcién sea derivable entonos los puntos. Calcula f' en ese caso.
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EJERCICIOS Y CUESTIONES. DERIVADAS

1. Halla la pendiente de la tangente a la curva y = 2x?- x + 3 en el punto
x=-1.

2. Dada la funcion y=3x-2 halla, mediante la definicion, f'(x).

. ) 1
3. Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y=— que son
X

paralelas a la recta x+4y=0.

4. Indica en estas funciones los valores de x en los que f es positiva o
negativa. Indica también en qué valores de x, f es 0.
\ Q
N © ’l Y
N o I 4
\\ 4 |
N,
N )
N2/ J Al A
8l 6] 412 g 1% — 5 X
2 [Th1 1A
4 / | \
6 ! | 114 \

¢Como es la funcién f en los valores de x donde f es positiva? ¢Y
negativa? ;Como se llaman los puntos donde f’ es 0?

5. Calcula las siguientes derivadas:

1. f(x) =4x’ 2. f(x)=2x° 3. f(x) =@2x+1)°
-1 1 -1
4. f(x) = 4x 3 5. f(x) = x3-x2 6. f(x) =3x 3 x°
1
7. f(x) = 5*/2; 8. f(x) = (x2 -1)3 0. f(x)zg
X
= 113
10. f(x) = (x* +3) 3 11. f(xX) = VX 12. f(x) = x3x 2 x*
(x> -3x)° x? -3 (x-2)?
13. f(X) = —F+"— 14. f(x) = 15. f{X)=-—"=
0= 09="73 0= (o
16. f(x) = e™ 17. f(x) = > 18. f(x) = 2"
X2 _
19. f(x) = 3*. 5" 20. f(x) = 2% 21. f(x) =X
6 +3x° Vx
eX
22. f(x) =
9 Lnx

6. ¢En qué punto de la pardbola y = x?-x la tangente es paralela a la

bisectriz del segundo cuadrante?
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7. Dada la funciéon y= 2x°+ax+b, halla a y b para que la funcién tenga una
tangente de pendiente -6 en el punto (1,4).

8. Comprueba que la funciobn y = |x| no es derivable en el punto x=0,
hallando las derivadas laterales.

9. a) Hallar fY(0) si f(x) = e*
b) Halla f¥'(-1) si f(x) =2* - (3x +1)

c) Halla f”(x) si f(x) = log,(3x)

10. Halla la parabola y= ax?+bx + ¢, sabiendo que pasa por A(5,-2) y que es
tangente a la recta y= 2x+1 en el punto B(2,5).

11. Calcula las siguientes derivadas:

1. f(x) =257

4. f(x) = (2X3 -B5x + 7) eLn(Sx—2)

1+ x?
6. f(X) =Ln 132

8. f(x) = [Lnfex?® - 5x> - 4]

X

10. 109 =Ln ©

+ e*
7 3 _ x7
12. f(x) = x—33
log, X
2%
14. f(x) = 7%

12.Calcula las siguientes derivadas:

— ex
1. f(X) = Ln(1 . exj
3. fx)=e®"

5. f(x) = x*

7. f(x) = sen2x?

9. f(x) = Ln /ﬂ
1-cosx

3x

2. f(x) = e

219

35X—6

3. f(x) = 00,62 +7)

5. 10 =2

7. f(X) = xLnx

9. fpy = "1
e*+1

11. f(x) =log, (Ln(Gx)) - 49

13. f(x) = (2x-3+8x?)-(3x-5x2-4x3?)

2. (x) = log, 5x? - 3)

4. f(x) =e*
6. f(x)=a'x?

8. f(x) = tgz(ﬁj

10. f(x) = arcsen? (X—_1]
1+X%
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11. f(x) = iarctg%

12. f(x) = cot gW/L
x-1

13. f(x) = a¥**™ 14. f(x) = x? . arccos 2
X

15. f(x) = (arctgx)& 16. f(x) = 3sen*(2x + 1)

senxj

17. f(x) = Ln(cos® (Lnx)) 18. f(x) = sen(T

19. f(x) = [(x2 - 1)“”}4 20. f(x) = sen(sen(sen2x))

13. Mediante la definicién, halla la derivada de las siguientes funciones en los
puntos que se indican:

a) f(x) =7x*-6 enx=1
3
b) f(x)=? enx =2

14. Calcula la ecuacién de la recta tangente a cada una de las siguientes
funciones, en los puntos que se indican:

a) f(x) =3x- 4x?
b) f(x) = cosx

c) fx)=x*+3

d) f(x) =2x®-x+3
e) f(x)=2x°+6

enx=1,x=2
enx=mrx
enx=-4
enx=0,x=1
enx =-1

15. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:

X X<0
3 3
b)f(x):{i 5 iZs
- 17

16. Halla fV'(-1) si f(x) = 2*

17. Calcula las siguientes derivadas:

-2
1) f(x) = (x* +3) 3

!xz - 3x !_3
4) f(x) =

5) f(x) =
N ) f)

2) f(x) = Vx

x? -3
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3) f(x) = x3x 2 x4
(x —2)
6) f(x) =
) 1C0= oF
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3 3
7) f(x) = x°® 8) f(x) = = 9) f(x) = M
10) f(x) = x* -(x2 - 4)4 11) f(x) = (x? + 4)4 12) f(x) = ¥x2 +1
13) ) = ————  14) f(9) = x* -1 15) f(x) = ——
(x® - x2 + 3 Vax? +5
3
16) f(x) = 4% 17) f(x) = 3-2% 18) f(x) = e —e* -2

19) f(x) = 2¥° -3¢

22)f(x) = log,(x? +7)

25) f(x) = Ln(2x2 - 1)~ (x2 - 2)

e—2x

20) f(x) =

23) f(x) = logs (3 - 4x°f
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CUESTIONES

1. Representa graficamente una funcidn que cumpla las siguientes condiciones:

) im0 =+ b)lim 00 =

b) su derivada es 0 en el punto (-2,1)

c) su derivada es 1 en el punto (0,1)

d) es continua en todos los puntos salvo en x=2 donde presenta una
discontinuidad evitable.

2. ¢Cual es el valor de la derivada en el vértice de una parédbola? {Cémo
calcularias dicho vértice? Calculalo en la parabola y = x?-2x+3 y generaliza a
y = ax?+bx+c.

3. Pon tres ejemplos de funciones cuya derivada sea f'(x) = 2x.

4. ¢Por qué la derivada de una funcion f es, a su vez, una funcién? ;Existe alguna
funcién que tenga la misma derivada en todos los puntos? Razdénalo con
ejemplos.

5. Si una funcién no es continua en un punto ¢puede ser derivable en él?
6. Si una funcién es continua en un punto ¢es necesariamente derivable en él?

7. Verdadero o falso: a) Toda funcién continua en un punto, es derivable en él
b) Toda funcién derivable en un punto, es continua en él
¢) Si f(x) no es continua en x=a, no es derivable en x=a
d) Si f(x) no es derivable en x=a, no es continua en x=a

8. Si una funcion es creciente en el intervalo (a,b) ¢de qué signo es la derivada
en dicho intervalo?

©

¢Puede la tangente a una curva en un punto cortar a dicha curva en otro punto?

10. Si la recta tangente a una curva f(x) en un punto x=a es paralela al eje de
abscisas ¢cual es el valor de f'(a)?
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11. La siguiente gréfica corresponde a la funcién derivada de una funcién f:

12.

13.

14.

15.

16.

A) A B) A C) A

A

(X

v

Razona cudl de las tres graficas siguientes corresponde a la funcion f(x):

N 2 N/,
/1N N

La derivada de la funcion y=f(x) en el punto x=a es:
f(x +h) — f(xX)
h

v
v

a) lim
) h—0

b lim 1) =@
X—a X — a
o f@r hz —f(a)

d) ninguna de las expresiones anteriores

Razona cual de las siguientes afirmaciones es cierta:
a) si f es continua en x=a, entonces es derivable en x=a
b) si f es derivable en x=a, entonces es continua en x=a
c) si f es derivable en x=a, entonces es creciente en x=a
d) si f no es derivable en x=a, entonces no es continua en x=a.

Si la funcion f(x) cumple f'(a)= -2, puede asegurarse que:
a) f es continua en a
b) f es creciente en a
c) f’ es constante
d) nada de lo anterior.

Si f es una funcién polinébmica de tercer grado, se puede asegurar que:
a) f7(x)=0
b) ¥ (x)=0
c) f’ es de primer grado
d) Y (x)=k=0

La funcion f(x) = |x]:
a) no es derivable en x=0 por no ser continua
b) es continua en x=0, pero no derivable en x=0
c) es derivable en x=0, pero no continua en x=0
d) tiene derivada nula en x=0.
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17. Calcula en cada una de las siguientes funciones las derivadas que se indican:

A
L(€9)
2 > Calcula f'(2)
P
y=-X
4 y=2x-1
f(x)
3
/] Yo
71 > :
2 6 Calcula '@
f'(6)

18. Indica cual de las siguientes afirmaciones es correcta:
a) La derivada del producto de una constante por una funcion es igual a
la constante por la funcién.
b) La derivada del producto de una constante por una funcién es igual a
la derivada de la funcion.
c) La derivada del producto de una constante por una funcion es igual a
la constante por la derivada de la funcion.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

El origen de las matematicas viene determinado por la necesidad de
resolver problemas, tanto de la vida cotidiana como de caracter mas técnico o
abstracto. Por eso, con el estudio de las mateméaticas no sélo pretendemos aprender
conceptos que otros desarrollaron antes que nosotros, sin0 que aspiramos a
desarrollar estrategias de pensamiento ldgico que nos permitan enfrentarnos a
problemas nuevos y aparentemente... ¢ dificiles?

Los siguientes problemas pondran a prueba nuestros conocimientos y
capacidad de razonar pero, sobre todo, nuestra paciencia, nuestro gusto por los retos y
nuestro valor para afrontarlos.

iii No vale rendirse!!!

1.- Encontrar de forma razonada la udltima cifra del nGmero N dado por

N = 39999990555 4 55505550555

2.- Un agricultor tiene una finca de forma rectangular, uno de cuyos lados limita
con un rio. Si quiere vallar los tres lados restantes ¢cudl sera el coste minimo si se
sabe que cada metro de valla vale 8 euros y la superficie de la finca es de 2000
metros cuadrados?

3.- El nimero 8'®-1 es divisible por dos nimeros comprendidos entre 51 y 100.
¢Cudles son esos numeros?

4.- Dos hermanos gemelos, Angel y Carlos, trabajan como ingenieros en una planta
petrolifera. En uno de sus viajes por el desierto llevan cinco y tres panes
respectivamente. Se encuentran con su amigo Borja, que es el director financiero de
la planta, y que no tiene comida, pero tiene ocho monedas. Borja les propone
compartir la comida a partes iguales y como recompensa les da las ocho monedas.
¢Cémo deben hacer Angel y Carlos el reparto para que éste sea equitativo?

5.- Comprobar que para n=5, n=7 y n=9 se verifica que n-1 es multiplo de 8.
Justificar que n-1 es mudltiplo de 8 para todos los numeros n, naturales, impares y
mayores que tres.

6.- Calcular la suma de los angulos interiores de un poligono convexo de ocho lados.
¢Qué ocurre si tiene diez lados?

7 .- Hallar la Gltima cifra de la expresion 227 +5
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8.- David, Ignacio e Ibén son tres estudiantes de 2° curso de Bachillerato y
compaiferos de clase que tienen una aficibn comudn: el "surfing”. Cierto dia el
socorrista de la playa les informa que la fuerza de las olas medida en newtons y en
funcién del tiempo t en horas sera la siguiente
F(t) = | 400 - 50t |

Si la fuerza de las olas es menor que 50 newtons entonces no se puede
practicar este deporte porque el mar estda demasiado en calma. Por otra parte, si la
fuerza de las olas es superior a los 200 newtons las normas de seguridad impiden
dicha practica. Con los datos anteriores, si t va desde las O horas de un dia hasta las
24 horas del mismo dia ¢en qué horario puede practicarse el surfing?

9.- De dos nUmeros naturales My N se sabe que M -1 y N -1 son multiplos de

cuatro. Demostrar que la diferencia de sus cuadrados M?- N2, es multiplo de ocho.
¢Ocurre necesariamente lo mismo si los dos niUmeros son pares? Razonar
la contestacion.

10.- Mikel sale con un montén de cromos y vuelve a casa sin ninguno. Su madre le
pregunta qué ha hecho con los cromos a lo que Mikel responde. A cada amigo
que encontré le di la mitad de los cromos que tenia en ese momento mas uno.

Su madre le pregunta que con cuantos amigos se ha encontrado y Mikel
contesta que con cinco. ¢Cuantos cromos tenia Mikel al salir de casa?

11.- En una reunién hay un conjunto de personas, se saludan todas entre si excepto
una de ellas que Unicamente saluda a cuatro personas.

Sabiendo que el nimero total de saludos es igual a 109, calcular el
ndmero de personas que se encontraba en la reunién.

12.- Una persona regala a sus sobrinos los libros de su biblioteca de forma que
regala a cada sobrino 17 libros.

Ademas se sabe que si hubiese regalado al primer sobrino un libro, al
segundo dos, al tercero tres y asi sucesivamente también habria agotado su
biblioteca.

Calcular el niumero de sobrinos y el nimero total de libros.

13.- En la siguiente secuencia, di el nUmero que ocupa el lugar 198:
1,0,-1,1,0,-1,1,0, -1...

14.- Un grupo de amigos se junta para tomar una taza de café. La quinta parte del
grupo toma, ademas, un pastel. A la hora de pagar le dan al camarero 1600
ptas. Si cada café cuesta 90 ptas. y cada pastel 70 ptas. ¢cuantas pesetas le dan
de propina al camarero?.

226



Colegio Vizcaya 1° Bachiller

15.- Aqui aparece el plano de un solar:

ENTRADA
- 5 1 2 3 4

Un gato situado en la posicion de entrada quiere llegar a la posicion de

salida. ¢Cuantos caminos diferentes tiene? (Se supone que no puede pasar dos veces
por el mismo compartimento).

SALIDA

16.- Montse, Josu, Leire y Alberto son muy aficionados a pasarse tardes enteras
jugando al parchis. Siempre juegan o bien dos o bien los cuatro. Pero si juegan dos,
siempre uno es chico y otro es chica. Montse no puede jugar los martes, miércoles y
sdbados. Josu esté libre los lunes, miércoles y jueves. Leire tiene que atender otras
obligaciones los lunes y jueves, y Alberto puede jugar los lunes, martes y viernes. Los
domingos no juegan nunca. Indica qué parejas juegan cada dia y cuando juegan los
cuatro.

17.- El ndmero de participantes de un desfile es tal que pueden desfilar formados de 3
en 3, de5en5 y de 25 en 25, pero no pueden hacerlo de 4 en 4, ni de 9 en 9.
¢Cual puede ser el numero de participantes en el desfile si son mas de 1000 y menos
de 20007.

18.- Un perro se encuentra atado con una cadena de 8 m. de longitud en una de las
esquinas de una caseta cuadrangular de 4 m. de lado. Halla el area de la zona
exterior por la cual se puede desplazar el perro.

19.- Una madre pasea con su hija. La madre da dos pasos al tiempo que la hija da
tres. En un cierto instante ambas se dan cuenta que han coincidido pisando
con el pie derecho. (Al cabo de cuantos pasos de la madre pisan por primera vez
ambas al tiempo con el pie izquierdo?

20.- Las personas que asistieron a una reunidon se estrecharon la mano. Uno de
ellos advirti6 que los apretones de mano fueron 66. ¢Cuantas personas
concurrieron a la reuniéon?
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21.- Una persona dio una vuelta a un campo de forma cuadrada. Por el primer lado
camind a 4 Km/h, por el segundo caminé a 5 Km/h, por el tercero troté a 10 Km/h y
por el cuarto corrié a 20 Km/h.

¢Cudl es la velocidad promedio de la vuelta completa?

22.- Se inscribe un cuadrado en un circulo de radio 1. Calcular el area comprendida
entre la circunferencia y el cuadrado.

23.- Si la base de un triangulo aumenta el 10% y la altura disminuye en un 10%
¢variara el area del triAngulo original?, en caso afirmativo sefialar el porcentaje de
aumento o disminucion.

24.- Por la venta de una partida de sellos, todos del mismo valor, un sefior obtuvo
5’27 euros. El precio de cada sello es inferior a 20 céntimos. ¢Cuéantos sellos vendié?
¢Cual es el valor de cada sello?

25.- Un namero se dice capicua si se lee igual al derecho que al revés. Por ejemplo
121 es un numero capicua.

a) Calcula cuantos numeros de cinco cifras son capicuas.

b) ¢Cuantos de ellos son mayores que 562667

26.- Dos ciclistas corren por un velédromo a velocidades constantes. Cuando corren en
sentidos opuestos se encuentran cada 10 segundos, mientras que cuando van en el
mismo sentido, un ciclista alcanza al otro cada 170 segundos.
¢Cudl es la velocidad de cada ciclista? Se sabe que la pista tiene una longitud
de 170 metros.

27.- En el interior de dos cajas hay repartidas monedas de 10 céntimos, 20 céntimos y
50 céntimos de euro. En total hay 1600 monedas y su valor es de 440 euros. La
primera caja contiene Unicamente monedas de 10 y 20 céntimos. La segunda caja
contiene s6lo 500 monadas de 50 céntimos.

¢Cuantas monedas hay de cada clase?

28.- Demuestra que la expresion n®-3n? +2n es multiplo de 6 para cada nimero
natural n.

29.- En una carrera de motocicletas tres salen simultaneamente. La segunda hace 15
kilbmetros por hora menos que la primera y 3 kilbmetros por hora mas que la tercera.,
y llaga 12 minutos después a la meta que la primera y 3 minutos antes que la tercera.
Determinar:

a) La distancia de la carrera

b) La velocidad de cada motocicleta.

30.- A una velada de baile asistieron un total de 20 personas. La primera chica bail6
con 7 muchachos, la segunda con 8 y asi sucesivamente, hasta la Ultima que bail6é con
todos los muchachos. ¢Cuantos muchachos habia en la velada?
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