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DEFINICIONES 8

1- Determinacidn de un plano: Un plano en el espacio tridimensional queda perfectamente

determinado o definido por:

a) Dos rectas que se cortan.

b) Una recta y un punto exterior a ella.
c) Tres puntos no colineales.

d) Dos rectas paralelas.

Estar definido un plano quiere decir que no existe ambigiliedad a respecto de que plano nos estamos

refiriendo.
a) b)
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c) d)
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OBS: Al tener 3 puntos es la misma cosa que tener 2 rectas que se cortan.
2- Recta interseccion de dos planos:
B La interseccién de dos planos es una recta.
@ B
Siempre que dos planos se cortan determinan una recta interseccién de
dichos planos.
; 7 Yo/
: Ejemplo: El plano a se corta con el plano f segln la recta AB.
o Y
En este caso decimos que la recta AB es la interseccionde @ y f5.
A




3- Recta l aunplano:unaretaes_L aunplanosiloesatodas las rectas de dicho
plano que pasan por su pie.

4 AB 1 MN
Si....
AB 1 HQ
H Siendo MN y HQ rectas del plano a.
B N
. . Yo,
M E oo AB 1 «a.
[7
Minimo debe ser L ados deellos paraque AB 1L «

Peroalser L ados de ellas que pasan por su pie, lo serd
a cualquiera.

4- Recta oblicua a un plano: eslarecta que tiene un punto en comun con el plano pero no es L

al mismo.
A También se puede decir que la recta es oblicua a un plano
’: cuando forma con su proyeccion en dicho plano un dngulo
: agudo.
o A

a = angulo agudo

[7
oo AB _—~ P

OBS: Una oblicua puede ser L a una sola recta del plano P sinser L alplano.

Vo
Ejemplo: AB 1 MN 75 AB 1L P
5- Recta paralela a un plano: una recta es paralela a un plano cuando no tiene ningln punto en
Yav
comun con dicho plano. AB J/ P
A B También se dice que una recta es paralela a un plano cuando lo

es a su proyeccion en dicho plano.

yavj

| ; A’'B’ es la proyeccién de AB en P
Al ' B)

7
P

Si ABJAB = AB )P

6- Planos Paralelos entre si: dos planos son paralelos entre si cuando no tienen ningln punto en

comun por mas que se las prolongue en cualquier sentido.

______________________ Y

g o /B




TEOREMA 1: Si una recta es perpendicular a otras dos en su punto de interseccidn, lo
es al plano que determinan. A

H A0 L OP..

AO 1 OR ...
OP y OR determinan el plano a

}En el punto 0.

T A0 L «

D) Enel plano a unimos los puntos P y R.

Trazamos OA’ = OA en la prolongacién de AO. Unimos los puntos A y A’ con P y R
respectivamente. Entonces tendremos:

OP L AA'..............Porhipotesis.
—— ; OR 1 H Porhlpote51s
AP = AP
iR = AR Luego tenemos dos obllcuas equidistantes del piedela L
| OA=0A'..............Por construccion.
También tendremos:
A A AP = A'P . . .
APR = A'PR...esvvveseecn) AR = A'R } Demostracion anterior
PR = PR ..Lado comun
ya VA A A
Luego: APR = A'PR..................... Por ser angulos homélogos de APR = A'PR

Luego en el plano o trazamos por O una recta cualquiera 0Q que intersecte PR en Q.
Uniendo el punto Q alos puntos A y A'.

Considerando los triangulos:

( AP = A'P ................Demostracién anterior.
A A PLQ = PQA... ver eue eeeee . Lado comun.
APQ = ATPQuercvsersisnn APQ = A'PQ ..............Demostracion anterior
k Dos lados y el angulo comprendido iguales.
Entonces AQ = A'Qu. Lados homdlogos de tridangulos iguales

Portanto 0Q L AA" eno, porque dos puntos equidistantes de los extremos de un segmento de
recta determinan la mediatriz de dicho segmento.

[ ]
oo AO 1 aunarecta cualquiera del plano que pasa por O.
Yav
Luego AO L Qe Porque unarectaes 1 aun planosiloesatodaslas

rectas que pasan por su pie en dicho plano.




TEOREMA 2: Todas las rectas | a una recta en un mismo punto, estan en un plano

perpendicular a ella en ese punto.
A

} En el mismo punto O.
1 .

SIRSIE
- Ql O
=R

y 0Q determinan el plano a.
A0 L «

T) Cualquierrecta | OAenelpunto O, estdenel plano c.

D) Trazamosuna 1 alarecta OA en el punto O.
Sea OP esa perpendicular.

Precisamos demostrar que OP estd en el plano «

Supongamos que OP no esta contenido en el plano o

Entonces trazamos el plano determinado por las rectas OA y OP, y sea la interseccién de este
plano con el plano o larecta OP’

Entonces tendremos que A0 L OP’ porque siunarectaes L aun plano loesa cualquier recta

del plano que pase por su pie.

En el plano determinado por AO y OP puede ser trazado solouna L auna recta en un punto de

dicha recta.

Luego OP y OP’ coinciden y OP estdenel plano c.

oo Toda L a OA en O estienel plano c.




TEOREMA 3: Dos segmentos oblicuos comprendidos entre un punto y un planoy
cuyos pies equidistan del de la perpendicular trazada por el punto al
plano, son iguales.

L Yav

H) AB = «
L Yo
AC = «
o 7
A0 1 «
OB =

) AB =

veeer.. .. Lado comun

A A wt v o ... POT hipotesis
AOB = AOC.........u.. _
ualdad de triangulos rectangulos
atetos iguales.
Luego




TEOREMA 4: Sipor el pie de unarecta L aun plano se traza la perpendicular a una
recta dada en el plano, la recta determinada por el punto de interseccién
de estas y un punto cualquiera de la perpendicular al plano es 1 alarectadadaen
el plano ( Teorema de las 3 perpendiculares)

__“ A
H) AP 1 a en P

L 7
BC esta ena

PD 1 BC
Siendo el punto D la interseccion.

T) AD 1 BC

D) Tomandoen larecta BC lospuntos B y C de tal forma que DB = DC

Uniendo estos puntos con el punto P.
Tendremos que PC = PB por ser segmentos oblicuos cuyos pies equidistan del piedela L PD.
También tendremos AB = AC por ser oblicuas cuyos pies equidistan del pie dela L AP

Entonces los puntos A y D equidistan de los extremos del segmento BC y determinan la mediatriz
del segmento




TEOREMA 5: Dos rectas perpendiculares a un mismo plano, son paralelas.

A c
[r— g \‘
H) AB 1 «
7
CD 1 «
/F
T) 4B ) CD
Bl D
a

D) Trazamos AD y BD

Por el punto D trazamos ademas una recta del plano ¢, tal que EF L BD

Tendremos: CD L EF .....c.e. ... ...... Porque siunarecta es L aun plano lo es a toda
recta del plano que pasa por su pie.

También: AD'L EF oo Por el teorema de las 3 perpendiculares.

BD L EFoeeeeeeeeeesternnes Por construccion.

Las rectas CD , AD y BD estdn en un mismo plano porque todas las rectas L a unarecta en un

mismo punto estan en un plano L a dicha recta en ese punto.

Larecta AB esta contenida en ese mismo plano por tener dospuntos A y B contenidos en dicho

plano.

AB 1 BD } Siunarectaes L aun plano lo es a toda recta del plano

Ademas tendremos que: .
CD L BD que pasa por su pie.

AB /) CD Pues dos rectas coplanares y Ls auna 32 son paralelas entre si.




TEOREMA 6: Si dos rectas son paralelas, todo plano que contiene a una sola de ellas,
es paralelo a la otra.

H)  AB JCD

Plano a contienea CD_.pero no contienea AB

T)  AB JPlano o

D) AB y CD por ser paralelas determinan un plano P.
Este plano P corta al plano a segin larecta CD, puessi CD pertenecea o ytambién

pertenece a P, la interseccién de estos planos solo puede ser una misma recta.

Luego silarecta AB corta al plano « en algin punto lo debe hacer en algtin punto de Ia

interseccién de ambos planos que es la recta CD.
Pero AB J/ CD por hipétesis.
Entonces AB no se encuentra o no intercepta al plano a.

Luego............. AB // Plano «a




TEOREMA 7: Dos planos perpendiculares a una misma recta, son paralelos entre si.

__________________

H) Planoa L AB en A.
Planop 1L AB en B.

T) Plano o // Plano S.

D) Silos planos a@ y f no fueren paralelos, tendrian que intersectarse segin una recta
Supongamos que se intersectan y que dicha interseccién es la recta DE

Elegimos un punto cualquiera de esta interseccion DE ysea C dicho punto.

En el plano a.trazamos CA y CB

CALAB Porque si una recta es 1 a un plano,
Entonces tendremos....ccocveiininencinc e

CB.L AB lo esa toda recta que pase por su pie.

Entonces tendremos que desde el punto C, tenemos 2 s a una misma recta lo cual es imposible.

Luego ay ﬂ no se intersectan.
° o
o0 a // ‘8




TEOREMA 8: Las intersecciones de un plano con otros dos paralelos, son rectas
paralelas.

H) Plano a // Plano f8
Plano P cortaalosplanos @ y [ y sus intersecciones son respectivamente CD y AB

T AB ) CD

D) AB y CD son coplanares pues ambos pertenecen al plano P.
Si no fueren // se intersectarian en algun punto E.

Este punto E seria un puntode AB vy por tanto estaria en el plano f.

También el punto E seria puntode CD vy por lo tanto estaria en el plano c.
Entonces seria comun a ambos planos, pero esto es imposible pues:

Plano a // Plano Bt Por hipotesis.

Luego: AB ) CD

10



TEOREMA 9: Si dos rectas que se cortan son paralelas a un plano, el plano que
determinan también lo es.

H) AC y AD rectas que se cortanen A y determinan el plano a.

AC // Plano B a
AD J/ Plano 8

T) Plano a // Plano f8

Yav
D) Trazando larecta AB L B quedan determinados los siguientes planos.

— Plano formado por AC y AB cuya interseccién con el plano 8 es la recta BE.
— Plano determinado por AB y AD cuya interseccion con el plano 8 es BF.
En estas condiciones tendremos

4B | BE Porque si una recta es L a un plano
... lo es a toda recta del plano que pasa
AB 1 BE por su pie.

Por otra parte tenemos que AC y BE estan en un mismo plano por construccién, y la recta AC no
puede cortar a la recta BE, sin encontrar o cortar al plano B en que estd BE, porque AC // Plano 8
por hipétesis.

Entonces no puede existir ese punto de interseccién y podemos escribir BE J AC
Analogamente siguiendo el mismo raciocinio podemos afirmar también BF // AD.

En estas condiciones podemos afirmar

AB L AC { Porque si dos 0 mas rectas son paralelas
a8 14D ) 777U toda Launadeellases L alaotra.

Luego podemos afirmar que

AB L Plano ¢ cceevevveveee e Porque si 1 recta es | aotras dos en su punto de
interseccidn, lo es al plano que determinan.

Yov,
AB 1l «a ..........Demostrado
Entonces ahora tenemos: 7
AB 1 B ... .......Por construccion
Luego.....cceeeveneennene. Plano @ // Plano S....cevenene. Porque dos planos perpendiculares a una misma

recta son paralelos entre si.

11



TEOREMA 10: Los segmentos determinados en dos rectas cruzadas por tres o mas
planos paralelos, son proporcionales.

A/ID P H  AC y DF......... rectas cualesquiera.
‘ Plano a // Plano 8 / Plano P
B/GJE B Plano a, B y P cortanalas dosrectas AC y DF.
.......... a N —_—
C/ """"""" F o AB_DE
) BCTEF

D) El caso mas general en el espacio es que las dos rectas no sean coplanares (cuando son
coplanares ya fue demostrado en geometria plana).

Considerando que las rectas no estan en un mismo plano, unimos el punto 4 con el punto F

En estas condiciones quedan determinados los planos.
Yorj e =4
Plano ACF cuya interseccién con @ y [ son respectivamente CF y BG .que seran paralelas por el

Teorema “Si un plano corta a otros planos paralelos entre si, las intersecciones también serdn
paralelas”

o
Plano AFD......cceeeerens cuya interseccion con los planos P y f son AD y GE respectivamente.

A
Enel ACF tenemos BG J/ CF por el teorema de geometria plana. (Toda paralela a un lado de un

triangulo divide a los otros dos en partes proporcionales)
AB _ AG
BC GF
A — —
En el tridngulo FAD tenemos GE j/ AD y por el mismo principio podemos escribir.

Luego:

AG _ DE
GF  EF

12



DEFINICIONES 9

1- Angulo Diedro: Cuando dos semiplanos tienen el mismo
borde, dividen al espacio es dos regiones. Cada una de ellas
se llama angulo diedro.

Notacién:

% d/AB
* a—AB -
A

wd

El diedro es el espacio delimitado por dos semiplanos que
tienen una interseccién como limite de ambos.

2- Caras del diedro: Cada uno de los semiplanos que forman el diedro se llaman caras del diedro.
Ej: avy pB. o
3- Aristas de un diedro: Es el limite o borde comun de ambos semiplanos. ARISTA ........ AB
4- Rectilineo de un diedro: Es el dngulo formado por dos rectas trazadas por.un-mismo punto de la
arista del diedro, una en cada cara del diedro y ambas L a la arista.

CE 1 AB

} En el mismo punto E
DE 1 AB

Luego CED eselrectilineodel f—AB — «

El rectilineo de un diedro es la medida del diedro.

5- Diedros consecutivos: son los diedros que tienen una arista en comun y una cara en comun.

a—AB —-p
y
A B—AB—P
Son diedros consecutivos
AB.oiiiiiiee, Arista comun.
v, B Cara comun.

B

6- Diedros adyacentes: Tienen una arista y una cara en comun y las caras no comunes en un

mismo plano o son coplanares. B
A
Diedros: .....ceeee....d — AB — f3
P a
Y
B—AB —P
B

Son adyacentes pues ademas de ser consecutivos los semiplanos a y P estdn en un mismo plano o

son coplanares.

13



7- Diedro Recto: Cuando dos diedros son adyacentes e iguales entre si.

A cada uno de ellos denominamos diedros rectos

El rectilineo de un diedro recto =1 £ Recto. 14Rto

a— AB — B esundiedrorecto = 1 ZRto.

8- Planos perpendiculares: Dos planos son perpendiculares entre si, cuando al cortase forman

diedros adyacentes iguales o diedros rectos.

9- Diedros opuestos por la arista:

Son aquellos que tienen la arista comun y sus caras son semiplanos opuestos.

Los diedros opuestos por la arista son iguales y sus respectivos rectilineos son iguales.

B
A
Los diedros: a— AB —f8 a a
y
a'—AB - [’
Son opuestos por la arista AB. B

14



TEOREMA 1: Dos diedros adyacentes son suplementarios.

H o' —AB— y B—AB— a....... Son adyacentes.

T) o/ —AB—B + B —AB—a = 22Rtos = 180°

D) Elegimos un punto cualquiera de la arista comun por ejemplo el punto P.

Por este punto P trazamos los rectilineos de ambos diedros, es decir en cada plano o, y o’
trazamosla L a AB en el mismo punto P.

Los segmentos HP y PM estan en linea recta por pertenecer a un mismo plano o yser L a AB

en el mismo punto.
[7

Consideremos el plano HPN determinadopor HM y PN tendremos.

Vertice P comin
Z Z

HPN + NPM = 24RtoS ......... .. e eee e ... | Lado PN comun
HP y PM en linea recta.

Luego si los rectilineos son suplementarios los diedros también seran:

a'—-AB—B8 + [f—AB—a = 2<Rtos

15



TEOREMA 2: Dos diedros opuestos por la arista son iguales.

a—AB -

H) AB arista comun de Ios....{
N—-AB-P

[T 7

a y N estdn en un mismo plano.

[7 [7
B y P estan en un mismo plano.

T) oa—AB—f = N—AB-P

D) a—AB—-f + B —AB—N = 2 ZRtos......... (1) ...... Son diedros adyacentes porque
O

Ny o estan en un mismo plano.
Ademas tienen una arista comun
y aplicamos el teorema: Dos
diedros adyacentes son
suplementarios.

Por otra parte también tenemos:

P—AB— N + N-AB-pf = 24Rtos....... (2) ...... Por el mismo motivo anterior.

Luego:

o—AB—Bp + PpB—-AB-N = P—-AB—-N + N—-AB-§

Transponiendo los términos y simplificando tendremos

o o— AB—-B = N—-AB-P

16



TEOREMA 3: Si dos planos son perpendiculares entre si, toda recta perpendicular a la
interseccion y contenida en uno de ellos es L al otro.

&
H) B L «a
= B
CD situadoen 8

CD L AB

T) ¢c(b L« |\ DY

D) Trazando en

En estas condiciones el an 2 i edro a—AB-p

Como este diedro es rec ién lo sera.

luego CD L DE
Pero CD 1L A

Aplicando el teo n mismo plano que pasan por su pie,

dicharectaes L alplano.

[7
Luego: CD 1 «

17



TEOREMA 4: Si una recta es perpendicular a un plano, todo plano que pasa por ella
también lo es.

L Yo/
H) CD |1 «
7

B pla
7
T) f L «a

D) Trazamos en el plano terseccién de los dos planos.

Entonces podemos escri

CD L AB. CD L O, hipdtesis.

DE 1 AB..ccun......

Luego el angulo C

L =7
CDE = 1 £ RtO0..uueeeeeunnnn......Puesto que por hipdtesis CD L o ytambiénserd L a

cualquier recta por su pie.

Si el rectilineo del diedro vale 1 £ Rto debemos concluir que los dos planos son Ls.

& o
LUBEO: ivvirecreivevrireceiseie s B L @

18



TEOREMA 5: Por una recta no perpendicular a un plano, pasa un plano y solo uno,

perpendicular a este.

A
_ i~ !
H) A0 = «o :
B
- = 7 a
T Por AO pasa un plano AOP | « /B
v P """""" 0

B es Unico.

[7
D) Trazamos desde el punto A larecta AP | «

Unamos el pie de esta L con el pie de la oblicua A0 quedando determinado el segmento PO.
Por el punto O y en el plano a trazamos. BC .. PO
En estas condiciones tenemos
AO LBC.. 4. Teorema de las tres perpendiculares.
Pero también PO L BC por construccion.

Luego podemos concluir que

0
BC L Plano AOP...ccccoemvvuneeeeeneenen. Si una recta es perpendicular a otras dos que se cortan
lo es al plano que determinan.
El plano o contiene a BC por construccion

Luego podemos concluir:

I Yav/
A L Plan0 AOP ...t Porque si una recta es perpendicular a un plano, todo

plano que pasa por ella también lo es.
[7

Ahora precisamos demostrar que el plano AOP es Unico.
[7

Puesto que la recta AP esta contenida en el plano AOP por tener dos puntos en ese plano.
Yo
Si existiese otro plano L« dicho plano no contendria al segmento AP puestoque A0 y AP

determinan un plano, pero contendria al segmento AO.

[7
Y en este supuesto plano podriamos trazar desde el punto A otra perpendicular al plano o

Pero esto es imposible porque desde un punto exterior a un plano se puede trazar solamente una L

a un plano.
-y 7
Luego el plano AOP es el Unico plano L al plano «.

19



Teorema 6: Si un plano es perpendicular a otros dos que se cortan, loes ala

interseccion de los mismos.

& o
H) Pl «a
o o
P LR
5 O
a y [ secortansegin AB
o

T P 1 AB.

D) Supongamos que AB noes L alplano P.

Sea H un punto cualquiera de la interseccién AB

Yo
Trazamos desde este punto H una recta del plano @ quesea | Pysea HM, dicha L.
Yo
HM; L P Por construccion

Y,

El punto H es un punto exterior al plano P y por este punto solo puede trazarseuna 1 a P
Luego podemos concluirque HM; vy HM, coinciden.

Ademas estos segmentos deben pertenecer al plano « y al plano f pues por construccion asi lo
hicimos.

Esto solo es posible si HM coincide con la interseccién AB.

Yov,
Luego AB L P
Yav
O lo que es lo mismo: P 1 AB

20



TEOREMA 7: Si por un punto interior a un diedro se trazan las perpendiculares a las
caras, el dangulo que forman las dos semirrectas que cortan a las caras es
suplementario del diedro.

B

H) O esun punto interior al diedro o — AB — 8

Yov/
OELp
Yor/
OD 1l «
T) DOE + a—AB-—-p = 2<4Rtos.
- 7
DOE 1| o..ive. ( Todo plano que contiene auna L a otro plano
D) Plano =~ 5 7 . ) .
DOE 1 B tambien sera L a dicho plano.
Yov/
También DOE L AB.ooovoioeeeeevereee s Si un plano es L a otros dos que se cortan serd a

la interseccion de estos.

También podemos escribir.

o
AB 1 DOE enelpuntoC.

DC L AB.....ooeo... | Porqueambos sonrectas delplanoa y f
respectivamente y pasan por el pie C de

EC 1 AB ..o v v i e e e la L a ambos.

Luego el rectilineo del diedro o — AB — 8 esel angulo DCE vy es coplanar con el dngulo DOE

Por el teorema de geometria plana “Dos dngulos cuyos lados son respectivamente _Ls entre si,
uno agudo y otro obtuso son suplementarios”

Luego: DCE + DOE = 2 £ Rtos

DOE + «a—AB—-[f = 2<Rtos

21



DEFINICIONES 10

1-) Angulo Poliedro: Se llama angulo poliedro al espacio delimitado por tres o mas planos que se
cortan en un punto comun al cual lamamos vértice.

Los angulos formados por dos planos consecutivos o contiguos se llaman
diedros del dngulo poliedro.

2-) Vértice de un dngulo poliedro: es pues el punto comun de todos los planos que delimitan o
componen el dngulo poliedro.

V... vertice

También podemos decir que es la interseccién de
todas las aristas de los diedros que forman el poliedro.

OBS: El dangulo poliedro es una pirdmide que no tiene
fondo o base, pues es ilimitada para abajo.

=

3-) Caras del Poliedro: son los angulos determinados por dos aristas consecutivas. DVC es una cara
del angulo poliedro.

Observamos que cada cara es un angulo del plano (CARA)

4-) Diedros de un dngulo poliedro: son los angulos formados por dos planos contiguos a una
misma arista.

Estos angulos son angulos diedros.
OBS: Un dngulo poliedro necesariamente debe ser una superficie piramidal.

5-) Clasificacion de los angulos Poliedros:

a) Un dngulo poliedro es convexo cuando el plano determinado por cualquiera y cada una de
todas sus caras, deja al dngulo poliedro en un mismo semiespacio con respecto a ese plano.

b) También podemos decir que cualquier seccidén de un plano que corta todas sus aristas, menos
el vértice forma una seccidn que es un poligono convexo.

OBS: Un 4ngulo poliedro divide el espacio tridimensional en dos regiones, una interior y otra exterior
al angulo.

Otra clasificacion de los angulos poliedros es en funcién del nimero de caras.

s 6= T 1O Angulo Triedro

— A CaAraS.eneeeeee e Angulo Tetraedro.

— 5 Caras.eceeeeeeee, Angulo Pentaedro.

— B CaAraS e Angulo Exaedro...etc.

Cuando el numero de caras es tres se puede suprimir la palabra angulo y decir simplemente TRIEDRO.
En los otros casos no se acostumbra proceder asi.

22



TEOREMA 1: En todo triedro, una cara es menor que la suma de las otras dos y mayor
que su diferencia.

H) 0O — ABC es un triedro.

0

T) AOC < AOB + BOC

= =

AOB >A0C — BOC

=

D) Suponiendo que el angulo plano AOC es mayor que cualquiera de los otros dos, pues si fuese
menor o igual a alguno de ellos, la primera parte del teorema quedaria demostrado.

yavj

< <

Tracemos en el plano AOC unarecta OD tal que AOD = AOB, pero también elegimos el punto D
de tal forma que OD = OB

En estas condiciones unimos el punto A con el punto D, determinando el punto C.

Luego unimos el punto A con el punto B , también unimos el punto B con el punto C.

Entonces tendremos:

OA ............coscos i e v ev ev wen o2 Lado comUn
A A OD = OB .. ovi vt vt eer v eev wee oee . POT CONStruccion
AOD = AOB......cccovvv.... = =
| AOD = AO0B ......... ... ... ..... ... ... Por construccion.

k Luego tienen dos lados iguales y el angulo comprendido.

Entonces AD = AB

A
Ahora consideremos el triangulo ABC

AD+DC < AB+ BC.......... En un triangulo un lado es menor que la suma de los otros dos.
Pero AD = AB
Luego: DC < BC
a a oc Lad ;
Consideremos ahora los tridngulos DOC y BOC...................... {_ e e e e LAGO COMUN N
OD =08B...... Por construccion

Entonces a menor lado se opone menor angulo y podemos escribir.
DOC < BOC
AOD = AOB Sumando esta igualdad

AOC < AOB + BOC -+ e+ - - lra Parte

Aplicando lo que acabamos de demostrar pero en otra secuencia tendremos también.

AOB + BOC > AOC

AOB > AOC — BOC ..o, 2da Parte.
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TEOREMA 2: La suma de las caras de un dangulo poliedro es mayor que cero y menor

que cuatro angulos rectos.

0 — ABCDE es un dngulo poliedro de n caras.

AN
0 Es la suma de todos los dngulos planos que

concurren en el vértice O.

ABCDE............ es un poligono determinado por
un plano que corta las aristas sin pasar por 0.
Que también tendra n lados.

AN
cero< 0 <4 Rtos.

D) El plano que corta las aristas formara un poligono de tantos lados como caras tiene el angulo
poliedro.
La suma de sus angulos internos S =a+b+c+d+e = 2Rtos.(n—2)

Al mismo tiempo quedaran determinados el mismo numero n de triangulos laterales cuya suma de
angulos internos sera: S = n.2Rtos

Por otra parte también tendremos que en el vértice de cada poligono formado con el plano, quedara
formado un triedro.

En cada uno de estos triedros “Una cara es menor que la suma de los otros dos y mayor que su
diferencia”. Luego tendremos:

= = =
a < a + a, B
= P =
b < b, + b,
B = = . .
c < ¢ + o > Sumando miembro a miembro
= = =
d < d; + d,
= = =
e < e + ey _J
L £ 7z £ ¢ L L L L zZ ¢
a+ b+c+d+e <<a1+a2) + | by + b, +-~+(el+ez)
AN
Sy < Sy —0
AN
22 Rtos.n — 42 Rtos < n.24 Rtos—0
AN
22 Rtos.(n—2) < n.242 Rtos—0
AN
—4 £ Rtos < — 0 v X (—=1)
A
4 2£Rtos > 0 .o, Primera parte.

Para que la sumatoria de todos los angulos planos que concurren en el vértice O sea nulo, todas las
aristas deben ser /s, y no podrian formar los tridngulos laterales que no se intersecarian.
AN

Luego debemos admitir que O > 0 (cero).
AN
Entonces cero < 0 < 4 Rtos.
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DEFINICIONES 11

1-) CUERPO POLIEDRO: Es un sélido limitado por planos, estos planos determinan poligonos que son
las caras del poliedro, las intersecciones de estas caras son las aristas del poliedro y las

intersecciones de las aristas son los vértices.

Los segmentos de rectas de extremos en vértices situados en diferentes
caras son diagonales del poliedro.

Vertices: A ;B;D; G; H; F;..etc

Aristas: AB : BG: ]_I; FE: DI; ED; CH ...etc

Caras: ABCDE ; GHB; ABGF ; EDIJ; CDHI; ...etc

B Diagonal: |B...... .. .. .. ..etc

2-) SECCION DE UN CUERPO POLIEDRO: es la interseccidn de sus caras con un plano que las corta.

3-) PRISMA: LIdmese prisma-un cuerpo poliedro dos de cuyas caras son poligonos iguales situados en
planos paralelos y cuyas otras caras son paralelogramos.

Los dos poligonos paralelos se llaman BASES DEL PRISMA.

Los paralelogramos se llaman CARAS LATERALES.

Las intersecciones de las caras laterales se llaman ARISTAS LATERALES.

Con respecto a los prismas, el término cara se aplica exclusivamente a las laterales.
La suma de las areas de las caras se llama drea lateral del prisma.

Las aristas laterales del prisma son iguales.

ALTURA DE UN PRISMA: Llamase altura de un prisma la longitud de la L comun a los planos de las
bases y comprendida entre estos planos, es decir, la distancia entre los planos de las bases.

BASES PARALEILAS:
ABCD y EFGH
CARAS LATERALES: O CARAS
ABFE; DCGH; ...
ARISTAS LATERALES:

AE; BF; DH; .....
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4-) CLASIFICACION DE LOS PRISMAS:

a) Prisma recto: es el prisma cuyas aristas laterales son perpendiculares a las bases.
Las aristas laterales de un prisma recto son iguales a la altura.

b) Prisma Oblicuo: llamase prisma oblicuo aquel cuyas aristas laterales son oblicuas a las

bases.

Prisma recto Prisma oblicuo
— (Clasificacion de los prismas segtn las bases:
Se dice que un prisma es triangular, cuadrangular, pentagonal, etc. Segun que, su base sea un
triangulo, un cuadrilatero, un pentagono, etc.

— Seccion recta de un prisma: Llamase seccion recta de un prisma la seccion determinada por
un plano que corta todas las aristas y es perpendicular a ellas.

5-) PARALELEPIPEDO: Llamase paralelepipedo todo prisma en que las bases son paralelogramos.

— Paralelepipedo recto: es el paralelepipedo cuyas aristas laterales son perpendiculares a las
bases.

— Paralelepipedo rectangulo: es todo paralelepipedo recto cuyas bases son rectangulos. En
este caso las cuatro caras son también rectangulos.

— Cubo: Llamase cubo un paralelepipedo recto cuyas caras y bases son cuadrados.
Se define también el cubo diciendo que es un exaedro (solido de seis caras) cuyas seis caras
son cuadrados (Exaedro regular).

— Diagonal de un paralelepipedo rectangulo:
Es el segmento rectilineo que une dos vértices opuestos, se llama diagonal del paralelepipedo.
No se deben confundir con las diagonales de las caras.

6-) UNIDAD DE VOLUMEN: La unidad de volumen es el espacio ocupado por un cubo cuya arista es
igual a la unidad de longitud.

Tu
1u

1u
7-) VOLUMEN: Llamase volumen de un sélido el nimero de unidades de volumen que contiene.

8-) SOLIDOS EQUIVALENTES: Llamase solido equivalentes los que tiene un mismo volumen.
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9-) AREAS Y VOLUMENES DE PRISMAS E PARALELEPIPEDOS RECTOS... (CUBOS).

AL = Py Heoeeeeeeeeeeeeeee e Area lateral
— Ap = AL+ 2AP e, Area Total

A, = Area de la base.

— V= Ay Heooeete e Volumen.

OBS: En caso que tengamos un prisma oblicuo
Pl es sustituida por el perimetro de la seccién recta.
Y A e Area de la seccién recta.

OBS: Estas féormulas son aplicables sea cual fuese (Inclusive para un cilindro).
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10-) PIRAMIDE: Llamase piramide un poliedro en que una de las caras, llamada base, es

un poligono cualquiera y las otras caras son tridngulos que tienen un
vértice comun.

El término CARA se aplica exclusivamente a estos tridngulos.
Las intersecciones de las caras laterales se [laman aristas laterales.

Altura: Es la longitud de la perpendicular del vértice al plano de la base.

11-) CLASIFICACION DE LAS PIRAMIDES SEGUN LA BASE:

Se dice que una piramide es triangular, cuadrangular, etc. Segln que, su base sea un tridngulo, un
cuadrilatero, etc.

La piramide triangular se llama TETRAEDRO, como todas sus caras son triangulos, cualquiera de ellas
puede tomarse por base.

12-) PIRAMIDE REGULAR: (o Recta)

Llamase piramide regular aquella cuya base es un poligono regular y cuyo vértice

se halla en la perpendicular levantada al plano de la base en el centro de ese
Pirdmide regular

poligono.

Apotema de una pirdmide regular: se llama Apotema de una piramide regular la altura comun de
los triangulos que forman sus caras, tomando por bases de los tridngulos los lados de la base de la
pirdmide.

OBS: — Las aristas laterales de una pirdmide regular son iguales.

— Las caras de una piramide regular son triangulos isésceles iguales y la altura de estos
tridngulos laterales es la apotema de la piramide. Ap.

13-) AREAS Y VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE REGULAR:

s P,. Ap { Py ... ... ... ... Perimetro de base
L 2 ............................................ Ap o .ApOtema lateral.
— Ar = AL 4 Apeeee, Ap eieeeeriereseesieseiss s Area de base.
A,. H o
-V = G e H altura de la piramide.
OBS:  Ap ittt Area de base depende del poligono que es la base.

Estas fdrmulas son aplicables, sea cual fuese la base inclusive cuando es una cia.

28



14-) PIRAMIDE TRUNCADA O TRONCO DE PIRAMIDE:

Llamase piramide truncada o tronco de pirdmide la parte de una
pirdmide comprendida entre la base y una secciéon determinada por un
plano paralelo a la base.

Esta seccion y la base de la piramide se llaman bases del tronco.

Altura de un tronco de piramide:
Es la longitud de la perpendicular trazada de una base a laotra H.

Caras de un tronco de piramide: son las caras limitadas por las bases.

Las caras de un tronco de pirdmide son trapecios y en la pirdmide regular son trapecios iguales e
isdsceles.

Apotema de un tronco de piramide regular:

Es la altura de estos trapecios que forman sus caras. Ap.

15-) AREAS Y VOLUMEN DE TRONCOS DE PIRAMIDES REGULARES.

Pg .....c e .oo... Perimetro base mayor.
L= i -Zl_ B AP i ieee ey Py oo Perimetro base base menor.
Ap ... oo e wr ... . Apotema.
Ap e ceive e e vee v v e oo ATEQ Dase mayor.
Ar = A+ Ao S - { Ap oo oo e v vt vt e e ... Ar€Q@ base menor.

H
V= E(AB + Ay +Ap. Ap)
También se acostumbra simplificar.

1
V:§H(B+b+\/B.b)
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ANEXO:

CUERPOS POLIEDROS REGULARES POSIBLES.

Poliedro regular: es el cuerpo poliedro cuyas caras son todos poligonos regulares iguales.

Sus angulos diedros y sus angulos poliedros también son todos iguales.

EXISTEN SOLO CINCO POLIEDROS REGULARES.

% PRIMERO:

TETRAEDRO REGULAR: limitado por 4
triangulos equilateros unidos de 3 en 3.
(En cada vértice concurren 3 caras)

Para resolver drea y volumen se
procede normalmente como una
pirdmide.

OBS: El radio de la esfera inscripta en el

tetraedro regular esigual a 5 H=r

El radio de la esfera circunscripta al tetraedro regular es g H =R

| Altura de un triangulo lateral

Hooo sttt e Altura del cuerpo poliedro.

% SEGUNDO:

F_L
EXAEDRO REGULAR — CUBO: D a
Limitado por 6 cuadrados unidos de 3 en 3. -------- \ it
. I \ a d.” £

Para resolver drea y volumen se procede normalmente a
como un prisma recto.

. . . . a '
OBS: El radio de la esfera inscripta en el cubo es igual r = 5 =3

El radio de la esfera circunscripta al cuboes R = %
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% TERCERO:

OCTAEDRO REGULAR: limitado por 8 tridngulos equilateros unidos de 4 en 4.
Este poliedro es lo mismo que dos piramides regulares de base cuadrangular

Para calcular el drea total = 84 = 2AL(P)

El drea de la base no entra en el cémputo.

Para calcular el volumen se procede Y P ________ y
igualmente como dos piramides. {,
CUARTO: | |

DODECAEDRO REGULAR: limitado por 12 pentdgonos regulares unidos de 3 en 3.

Cada cara es un pentagono regular.

El drea del dodecaedro regular se calcula multiplicando por. 12 el drea
de una cara (pentagono)

Para calcular el volumen:

y_5al 4742145
3 10

ICOSAEDRO REGULAR: limitado por 20 triangulos equilateros unidos de 5 en 5.

QUINTO:

Para calcular el area debemos multiplicar el drea de una cara(triangulo equilatero) por 20.
Para calcular el volumen:

7 ,
5a% |7+ _al
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DEFINICIONES 12

1-) SUPERFICIES DE REVOLUCION: Se llama superficie de revolucién la superficie engendrada por una

linea cualquiera(generatriz) al girar alrededor de una recta fija (eje) a la cual estd invariablemente
unida.

A

(\

linea generatriz de la superficie de revolucién.

2-) CILINDRO DE REVOLUCION: puede considerarse como el cuerpo engendrado por la rotacién
completa de un rectangulo alrededor de uno de sus lados.

(—\
Py, = 27R ... ... et et it et een wee e e .. Perimetro de base 1
Ay, =TR?......... .. vsevinen wee e ... Area de base. N
A, =P,.H=Py.g e ercee ... ... ... Area lateral.
. H g
Ar = A, + 24y e e i v e .. ... ... Area Total.
V=ApH . ioieonssernn...Volumen. |7
v R
OBS: Las férmulas son semejantes a las del prisma recto.

3-) CONO DE REVOLUCION: puede considerarse como el cuerpo engendrado por un tridngulo
rectdngulo que gira alrededor de uno de sus catetos hasta dar una revoluciéon completa.

A la hipotenusa del tridngulo rectangulo se lo denomina también generatriz g.

P, = Cia = 2nR

g_\
A, = Co = R?

Py, . .

A = bz g cer ten een vee v o - ArEQ lateral
g
Ar = A, + Ap e ee e ... ... . Area total. H
1
V==-A,.H v oo e e e Volumen. ( ______ i\v\
R
Formulas idénticas a las de pirdmide regular.
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4-) TRONCO DE CONO DE REVOLUCION: intuitivamente el tronco de cono de revolucion
de bases paralelas se puede considerar como engendrado por un trapecio rectangulo
ABCD , que gira alrededor del lado CD , perpendicular a las bases, verificando una revolucién

completa.
B....... ... ..basemayor. &
b..... ... .. ..basemenor.
{Pb = 271r
Pg + P, , .
L= BTb.g ot e .. Area lateral. Pp = 2nR
; A, = mr?
Ar = A, + Ag + Ap ......... Area total. , b
.'I . AB = ﬂRZ
H
V= E(AB + A, +Ap. Ap)
Las formulas son analogas al tronco de pirdmide. EJE DE GIRO.

5-) SUPERFICIE ESFERICA: Puede considerarse como engendrada por una semicircunferencia que gira
alrededor de su diametro una vuelta completa.

— Es el lugar geométrico de los puntos del espacio equidistantes de un punto llamado centro, la
distancia de un punto cualquiera de dicha superficie al centro se denomina radio.

AE XY

| L

EJE DE GIRO

ESFERA: Es el espacio limitado por una superficie esférica, representa el volumen del cuerpo.

Circulo maximo de una esfera: es la seccion determinada en una superficie esférica por un plano que
pasa por su centro.

Todos los circulos maximos de una misma esfera son iguales.

El radio del circulo maximo es el mismo de la esfera R.
Se acostumbra también decir circunferencia maxima para referirse al perimetro del circulo maximo.

33



Circulo menor de una esfera: es la secciéon determinada en una superficie esférica por
un plano que no pasa por el centro.

La distancia del centro al plano se denomina d.
El radio de este circulo se lo llama r y es menor que el radio de la esfera.

Cuanto mas cerca del centro pase el plano, mayor sera el circulo menor.

Las relaciones entre las dimensiones del Co menor, Co mayory d pueden deducirse facilmente por
Pitagoras.

Ap = 4TR? ..o e e e v eev . . Area de 1a esfera.

Ve = §R.4 TR? ........ e e wor. ... Volumen de la esfera.

OBS: El volumen de la esfera podemos recordar facilmente imaginando infinitos conos cuyas bases
forman la superficie esférica y cuyas alturas es igual al radio de la esfera R.
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TEOREMA: Si los angulos rectilineos de dos diedros son iguales, los diedros también lo
son.

M M,

ya
H) AOB rectilineo del d/a,B
Z

A,0,B; Rectilineo del d/alﬁ1

VA L
AOB - AlolBl

7 d/aﬁ - d/a’1.31

ya
D) Transportando el d/a1ﬁ1 sobre el diedro d/aﬁ , de modo que los dngulos planos iguales AOB y

L
A,0,B; coincidan.

En estas condiciones las aristas M;N; y MN coincidirdn, pues ambas son perpendiculares a los
planos AOB y A;0,B; respectivamente en un mismo punto.

Las caras de los diedros también coincidiran, puesto que cada una tiene dos rectas en comun
respectivamente, por lo tanto los diedros seran iguales.

Luego d/aﬁ = d/alﬁl
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TEOREMA: Por un punto exterior a una recta pasa un plano perpendicular y solo uno.

M
H) A punto exterior alarecta MN.
a
L7
T) Existe y 1L MN por A.
L7 ;
El plano y es Unico.
N
L7
D) Sea el plano «a  determinado por el punto Ay

MN.

L7
Enelplano a trazamos por el punto A, A0 L MN

L7
Sea el plano S otro plano que contienea MN pero no al punto A.

Trazamoslarecta BO 1L MN en O.

Lasrectas A0 vy BO determinanelplano y .

Yy L1 MN..... Porque “Todas las rectas perpendiculares a una recta en un mismo punto
estdn en un plano perpendicular a ella en ese punto”.
L7
Si existiese otro plano Yy’ quepasapor Ay es L MN en O,

L7
y' cortaria a ,segin AQ’ y tendremos MN L1 AQO’, en estas condiciones O y O’ se

confunden.
Enelplano B tendriamos OB y OB’ perpendicularesa MN en el mismo punto O y se
confundiran.
L7 7
Entonces Y’ es y porque ambos contienena A0 y BO

7 o
Yelplano y esunico.
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EJERCICIOS DE GEOMETRIA DEL ESPACIO.

Prismas

1) Porun punto P quedista 5 cm del plano a se traza a dicho plano una oblicua PX de
12 cm. iCuadl es el area limitada por el lugar geométrico de los puntos X?

2) Un punto dista 8 m de cada uno de dos planos perpendiculares. ¢ Cudl es su distancia a la
arista del diedro formado por ellos?

3) Una recta cuya longitud es 10v/2 forma un angulo de 45° con un plano. ¢Cudl es la longitud
de su proyeccion sobre el plano?

4) Hallar el area lateral de un prisma recto de 2,125 m de largo, cuya seccién recta es un

3
triangulo equilatero de 7 m.de altura.

5) Hallar el 4rea total de un prisma recto cuyas bases son cuadrados de 5,29 cm? y cuyo largo es
el doble del ancho.

6) El area total de las seis caras de un cubo es 18 em?. Calcular la diagonal.

113

7) La diagonal de un cubo es m. Calcular la diagonal de las caras.

8) La base de un prisma recto es un rombo de 20 cm por lado y cuya diagonal menor es de
24 cm. La altura del prisma es de 30 cm. Hallar la superficie total y el volumen.

9) Representando por x la diagonal de las caras de un cubo. Expresar en funcion de x, el
volumen vy la superficie total del cubo.

10) Al sumergir un cuerpo en el agua contenida en un cilindro circular de 60 cm de diametro, el
nivel del agua sube 40 cm. éCudl es el volumen del cuerpo?

11) La profundidad de una vasija cilindrica de 20 litros de capacidad es igual al didmetro. Hallese
el diametro.

12) ¢éCual es el drea total de un cubo en funcién de su diagonal?

13) La superficie de la base de un paralelepipedo rectangulo es de 48 m?, la de su cara lateral 42
m y la de un plano diagonal determinado por dos aristas laterales 70 m?. Calcular el 4rea
lateral de dicho cuerpo.
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14) Calcular el area total de un exaedro regular, sabiendo que la distancia de uno de
sus vértices al centro de una cara opuesta es 2 m.

15) Hallar el area total de un cubo, sabiendo que su arista, una diagonal y la diagonal de una de
sus caras suman 4 m.

16) El desarrollo de la superficie lateral de un prisma triangular regular, de 8 m de altura, es un
rectangulo cuya diagonal mide 10m. Calcular el area total del prisma.

17) El nUmero que mide, en metros, la diagonal de un cubo, es igual al nUmero que representa el
area, en metros cuadrados, de un triangulo que tiene un vértice en el centro de una de las
caras del cubo, y por lado opuesto, la diagonal de la cara opuesta. Calcular el area total del
cubo.

18) Siuna de las diagonales de un exaedro regular es igual a la diagonal de una de las caras de
otro exaedro regular. ¢Qué relacion existe entre las areas de estos dos poliedros?

19) El desarrollo de una superficie cilindrica de revolucion es un rectangulo de 3,6 m de alturay
6 m de diagonal. Calcular el area lateral del cilindro.

20) En un cilindro de revolucion de 5 cm de altura se puede inscribir un paralelepipedo
rectangulo, cuya superficie lateral es de 250 cm?. Una de las dimensiones del rectangulo es de
16 cm. Calcular, en centimetros cuadrados, el area lateral del cilindro.

21) Hallar el angulo de la cufia que resulta de cortar un cilindro de revolucién, de 9 cm de radio y
6 cm de altura, por dos planos que pasan por el eje, siendo la superficie total de aquella de
174,411 cm?.

22) éQué altura debe tener un cilindro de revolucién de radio R, para que el cuadrado de ella sea
media geométrica entre el area lateral y el area de la base?

23) Laalturay el radio del cilindro interior de una vasija miden 20 cm y 12 cm. El espesor de la
vasija lateralmente y en el fondo, es de 3 mm. Calcular en dm?, las areas totales de las
superficies interior y exterior.

24) En un prisma triangular regular se inscribe un cilindro. ¢ Qué relacién existe entre las areas
laterales de estos cuerpos?
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25) La diagonal del rectangulo resultante de cortar cilindro de revolucién por un

plano que pasa por el eje, mide 3 m y es igual al doble del didmetro de la base.
Calcular el area lateral del cilindro.

26) Hallar el 4rea total de una cufia que resulta de cortar un cilindro por dos planos que
contienen al eje y forman entre si 40°. La altura del cilindro es de 5m y suradio 2 m.

27) Lasala de una escuela tiene 8,75 m de longitud 6,50 m de anchura y 4,25 m de altura.
¢Cuanto hay que elevar la altura del techo para que 64 discipulos y el maestro que ocupan esta
sala puedan respirar 5 m?3 de aire cada uno?

28) Hallar el volumen de un cubo circunscripto a una esfera de 2 m de radio.

29) Se hace una zanja de 52 m de longitud, 2 m de anchuray 0,75 m de profundidad. La tierra
extraida se extiende uniformemente sobre un suelo de 12 areas. ¢Cual.es.en mm, el espesor
de la capa extendida, suponiendo que las tierras han aumentado 10 % del volumen que
ocupaban antes de ser extraidas?

30) Hallar el volumen de un cubo, sabiendo que la suma de todas sus aristas, de las diagonales
del cuerpo y de las diagonales de sus caras es igual a 32 m.

31) Hallar la longitud de la arista de un cubo, sabiendo que el volumen de otro cubo de 1 m mas
de arista se diferencia del anterior en 7 m3.

32) Cortar un cubo de 125 m? de volumen por un plano que pase por los puntos medios de tres
aristas no contiguas y no paralelas y calcular el area de la seccidn resultante.

33) La distancia entre uno de los vértices de un cubo y el centro de una de las caras opuestas es
de 0,6m. Calcular el volumen del cubo.

34) Los numeros que miden, en metros, las tres dimensiones de un paralelepipedo rectangulo
estdn en progresién aritmética, el nimero que representa la segunda dimension es, en metros
cubicos el volumen del cuerpo, y una de las diagonales de éste mide 3 m. Calcular el volumen
del paralelepipedo.

35) El 4rea lateral de un prisma recto, cuya base es un rombo, es igual a 2,04 m?. Las diagonales
del rombo miden 1,36 m y 1,02 m. Calcular el volumen del prisma.

36) Calcular la diagonal de un cubo para que su volumen sea 8 veces el de otro cubo de arista
igual v/3m.
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37) Un recipiente de forma cubica contiene 14 m3 de agua. Se introduce un cubo

macizo de hierro cuya arista es la mitad de la de aquel, y el agua se eleva hasta
enrasar el recipiente. Calcular el volumen de este.

38) Un depdsito, de forma prismatica hexagonal regular, se comunica por medio de un conducto
situado en la parte mas baja con otro prismatico cuadrangular regular.
Por el conducto pueden pasar 2,0 litros por segundo y ambas bases se encuentran

niveladas. Estando lleno el primer depdsito y vacio el segundo, se abre en un momento dado,
el conducto que los comunica, y se cierra cuando el agua alcanza en ambos depdsitos la misma
altura. ¢Qué tiempo ha estado abierto el conducto?

Lado del hexagono de la base del primer deposito 5 m, altura de este 8 m.

Lado del cuadrado de la base del segundo deposito 6 m. Determinar también la altura

minima que debe tener el segundo deposito para que no se derrame el agua.

39) Hallar el volumen de un cilindro de revoluciéon en funcién de la circunferencia C de la base, y
de la diagonal d que une los extremos de dos generatrices diametralmente opuestas.

40) Determinar las relaciones que existen entre los volimenes y entre las areas laterales de los
dos cilindros que engendra un rectangulo al girar 360° sucesivamente alrededor de los dos
lados contiguos que miden 7,50 m y 3,60 m.

41) La base de una chimenea de ladrillo, de 10 m de altura, esta
representada en la figura. En la parte superior es de la misma forma,
variando solo la longitud del lado del hexagono regular, que es de
1,50 m. Calcular el volumen de material que se ha necesitado para
su fabricacién.

42) El volumen del cuerpo limitado por dos superficies esféricas es de 410,5024 m3, vy la
diferencia de los radios 2 m. Hallar las longitudes de los radios.

40



Pirdmides y conos

43) El apotema de una piramide triangular regular es igual a la altura de la base y el
drea de esta es /3 m?. iCudl es el 4rea total de la piramide?

44) La base de una pirdmide es un triangulo rectangulo en que la hipotenusa y un catetoson 5 y
3 m respectivamente. Otra de igual altura tiene por base un tridngulo equildtero cuyo lado es

de 2v/2v/3 m . Demuéstrese que estas dos pirdmides son equivalentes.

45) Hallar el area lateral y el volumen de una piramide regular cuyo apotema es de 16 cm y cuya
base es un hexdgono de 12 cm por lado.

46) El volumen de una pirdmide regular es 29,4 m3. La base es un cuadrado de 3,5 m por lado.
Hallar la altura y la apotema.

47) Hallar el volumen de una pirdmide regular en que la alturaes 12 m y la base es un tridngulo
inscripto en un circulo de 10 m de radio.

48) Si A es el area total de una pirdmide regular de base cuadrada y en gque todas las aristas son
iguales, exprésese la arista en funcion de A.

49) ¢Cudl es la capacidad de un toldo céonico de 3 m de diametroy 2,1 m de alto?

50) Dada una piramide regular de 12 m de altura. Hallese la altura de un prisma cuya base y
volumen sean equivalentes a los de la piramide.

51) El 4rea total de una pirdmide triangular regular es de 60 m? y el radio del circulo inscripto en
la base mide 2 m. Hallar la altura de la pirdmide.

53) La base de una pirdmide es un triangulo rectangulo isésceles de hipotenusa igual a8 m . La
arista lateral, que contiene el vértice del angulo recto de dicho triangulo es perpendicular a la
base e igual a 3 m. Calcular el area total de la piramide.

54) Elradio de la base de una pirdmide triangular regular mide 3 m y la suma de todas las aristas
44 m. Calcular el area total de la piramide.

55) Calcular el 4rea lateral de una piramide triangular regular, sabiendo que se pueden inscribir
en sus caras laterales circunferencias de 3 m de radioy en la base otra de 2 m de radio.

56) Calcular el area total de un octaedro regular, cuya diagonal mide 6 m.

57) La generatriz de un cono de revolucion es igual al desarrollo de la circunferencia de la base, y
su &rea lateral 9 m?. Determinar la altura del cono.

58) El desarrollo de la superficie lateral de un cono de 4 m de altura es un sector circular de 20°.
Hallar el radio de la base.

59) Un cono y un cilindro, ambos de la misma altura tienen igual area lateral y los desarrollos de
sus superficies laterales son un sector de dngulo 120° y un rectdngulo de 4 m de base.
Determinar la altura comun de los dos cuerpos.

60) Hallar el 4rea engendrada por los catetos de un triangulo rectangulo, al girar 360° alrededor
de la hipotenusa. Los catetos son de 4,05my 5,40 m.
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61) Se hace que giren dos lados contiguos de un cuadrado alrededor de una
diagonal hasta que coincidan con los otros dos lados. ¢ Cual es el area de la superficie
engendrada por esos dos lados?

62) Hallar la relacién en que estan las areas de las superficies laterales de un cono de revolucion y
de una piramide hexagonal regular inscripta en aquel, siendo los dos cuerpos de la misma
altura 1 my el radio de la base del cono de 2 m.

63) Las tres dimensiones de un paralelepipedo rectangulo miden 2 m, 3 my 6 m. Hallar su
volumen, su drea total, su diagonal, la suma de sus aristas y la arista del cubo equivalente.

64) Sobre la cara superior de un cubo de volumen igual a 4,096 m3 se sobrepone otro cubo de
volumen mitad, y sobre la cara superior de este también se sobrepone otro de volumen mitad
que el anterior. ¢ Cudl es la distancia entre la cara superior del tercer cubo y la inferior del
primero?

65) Hallar el volumen de una piramide de 2,75 m de altura, que tiene por base un rombo, cuyas
diagonales miden 0,85m y 0,60 m.

66) Hallar la apotema de una piramide triangular regular de volumen igual a 2 m3, cuya altura
mide 2 m.

67) Hallar el volumen de una piramide hexagonal regular de 3 m de altura, cuyas aristas forman
angulos de 60° con el plano de la base.

68) Expresar el volumen de una piramide triangular regular en funcion del lado ¢ y de la arista
lateral A.

69) Una piramide tiene por base un tridngulo de lados 13 m, 14 m y 15 m. Las tres aristas
laterales son iguales a 20 m. Calcular el volumen de la piramide.

70) Hallar el volumen de una piramide regular de 15 m de arista, que tiene por base un octégono
de 6m de lado.

71) La diferencia entre los volimenes de dos pirdmides de la misma base,y 9m y 5m de
altura, respectivamente, es igual a 196 m3. Calcular el volumen de cada una de las piramides.

72) Hallar, en funcion del radio r, la férmula del volumen de un cono de revolucién, cuya
generatriz es igual a la longitud de la cia de la base.

73) Conservando la base de un cono de revolucion de 5 m de radio y 30 m de altura, se obtiene
otro cono, despreciando 471 m?2 de su materia. éEn cudntos metros disminuyo la altura del
primer cono?

74) El volumen de un cono es de 157 m3, y el radio de su base 2,50 m. Determinar el angulo del
sector obtenido al desarrollar la superficie cdnica sobre un plano.

75) El drea lateral de un cono de revolucion es el doble del area de la base y este cono es
equivalente a un cilindro de 1 m de altura, que tiene por base un cilindro de radio igual a la
altura del cono. Calcular el volumen del cono.
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TRONCOS Y ESFERAS.

76) Siuna piramide de 30 cm de altura y 8.100 cm? de base se corta por un plano
paralelo a la base a 20 cim de esta. ¢Cual es el volumen del tronco asi obtenido?

77) La base inferior de un tronco de piramide es un cuadrado de 3 cm por lado. El lado de la
superior es la mitad del de la inferior y la altura del tronco es igual al lado de la base superior.
éCudl es el volumen?

78) La base inferior de un tronco de pirdmide es un cuadrado de 3 m de lado. El area de la
superior es la mitad del area de la inferior y la altura del tronco es de 2 m. éCudl es el
volumen?

79) Calcular la arista de un tetraedro regular cuyo volumen es 22 m3

80) Hallar el volumen de un tronco de pirdmide regular cuyas bases son cuadrados de 54 cmy
24 cm por lado y cuyo apotema es 25 cm.

81) Las bases de un tronco de piramide regular son hexagonos de 1 m y 2 m por lado
respectivamente. El volumen es de 12 m3. Hallar la altura.

82) De un cono de revolucién de 30 cm por lado siendo la Cia de la base 10 cm, se corta con un
plano paralelo a la base un cono de 6 cm de generatriz. Hallese el area lateral y el volumen del
tronco asi obtenido y también el volumen del cono entero.

83) Enun tronco de piramide H = 9 my las bases son cuadrados de 6 m y 8 m por lado
respectivamente. Hallese la diferencia entre su volumen y el de un prisma de igual alturay de
base igual a una seccién del tronco paralela a las bases y equidistantes de ellas.

84) Una construccion de piedra tiene forma de un cono truncado hueco y descubierto de 12 m de
altura. Los didmetros exteriores de las bases son 12 y 16 m. Los interiores de las bases son 10
y 12m. éCuantos m3 de piedra contiene?

85) Un tronco de cono de revolucion tiene 5 m de altura y didametros de 2y 3 m. Hallese la
altura de un cilindro de revolucion equivalente de base equivalente a la seccién del tronco

paralela a las bases y equidistantes de ellas.

86) Hallese el diametro de un circulo menor cuyo plano dista 3 cm del centro de la esfera, la cual
tiene 10 cm de diametro.

87) El didmetro exterior de una esfera hueco de hierro es de 50 cm, el espesor de 5 cm. Hallase
el peso, suponiendo que el hierro pesa 7.200 kg/m3.

88) Expresar el volumen de una esfera en funcidn de la Cia maxima. C,,45
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89) Calcular el area total de un tronco de pirdmide de bases paralelas, cuya base

mayor es un cuadrado de 5 m de lado. La altura del tronco mide 1 m y sus caras
laterales forman angulos de 60° con la referida base.

90) Una piramide de 4 m de altura tiene por base un cuadrado de 3 m de lado y una de sus caras
es un tridngulo isésceles, cuyo plano es perpendicular a la base. Calcular el drea lateral de la
pirdmide.

91) Las dreas laterales de un cilindro y de un tetraedro regular de la misma altura 4 m son
iguales. Calcular la longitud del radio del cilindro.

92) Determinar la altura de un tronco de cono de revolucién, conociendo su drea lateral, 24 m?,
y los radios de sus bases 2,40 m y 1,80 m.

93) A un cono de revoluciéon de 5 m deradio y 10 m de altura, se le corta por un plano distante
4 m del vértice. Calcular el drea lateral del tronco de cono resultante.

94) ¢A qué distancia del vértice de un cono de revolucion hay que trazar un plano paralelo a la
base, para que el drea de la seccidn sea igual al drea lateral del tronco de cono resultante?

95) La generatriz de un cono mide 2,20 m. Un plano paralelo a la base divide a la superficie

2
conica en dos partes que estan en la relacion g Calcular las longitudes de los segmentos en

gue queda dividida la generatriz por el citado plano.

96) La seccidn causada en un tronco de cono de revolucion, de 2 m de altura, por un plano que
pasa por el eje es un trapecio de 16 m? de superficie. Siendo el radio de una de las bases de
2 m. Calcular el area lateral de la superficie tronco conica.

97) La seccion causada por un plano en una esfera de 5 dm de radio es de 80 cm?de superficie.
¢Cudl es, en metros, la distancia del centro de la esfera a esa seccién?

98) La Cia de un circulo madximo de una esfera mide 60 cm. Calcular, en metros cuadrados, el
area de la superficie esférica.

99) El4rea de un cubo es 10,14 m?. iCudl es el area de la superficie esférica inscripta en aquel?

100) Calcular, en metros cuadrados, el drea de una superficie esférica circunscripta a un cubo de
32cm de arista.

101) La diferencia entre las areas de las superficies interior y exterior de una esfera hueca es
12,56 dm?. La suma de los radios de dichas superficies es 2,5 m. ¢ Cudl es en mm, el espesor
de la esfera?
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102) Las areas de tres superficies esféricas suman 132 m?2. El radio de la primera es

doble que el de la segunda, y el radio de la tercera es una media proporcional
entre los radios de las otras dos. Calcular el area de cada una de ellas.

103) Calcular las tres dimensiones de un paralelepipedo rectangulo, cuyo volumen es igual a 729
m3, semejante a otro que tiene por dimensiones 4m, 6m y 9 m.

104) Hallar el volumen de un prisma oblicuo, cuya base es un triangulo equildtero de 1,64 m de
lado y cuyas aristas laterales, de 3,25 m de longitud, forman con la base un angulo de 30°.
OBS: El volumen de un prisma oblicuo es igual al drea de la seccidn recta por la distancia
entre los planos paralelos de las bases.

105) Calcular el volumen de un cubo inscripto en una esfera de superficie igual a 20 m2.

106) Hallar el peso en kilogramos, de una piramide cuadrangular regular de acero. Las aristas
laterales son iguales a la diagonal de la base y esta diagonal mide 0,12 m; peso especifico de
acero: 7,8 gr/cm3

107) Se corta una pirdmide cuadrangular regular por un plano determinado por dos aristas
opuestas. El area de la seccién resultante es 12 m? vy la arista lateral de la piramide es de
5 m. Calcular el volumen de la pirdmide.

108) Una piramide de 3,3 m de altura es cortada por un plano paralelo al de la base, de manera
gue los dos poliedros resultantes son equivalente. ¢ Cudl es la distancia del vértice a dicho
plano?

109) El volumen de un tronco de piramide hexagonal regular de bases paralelas es igual a 40 m3,
su altura 3m yel drea de la base mayor 20 m?. Calcular la relacién que existe entre los lados
de los hexagonos de las bases.

110) El desarrollo de la superficie lateral de un cilindro de revolucidn es un rectangulo de
diagonal igual a 3,55 m y base igual a 2,84 m. Calcular el volumen del cilindro.

111) Hallar el nimero por el cual hay que multiplicar el volumen de un cubo para obtener el
volumen de la esfera inscripta en el.

112) éA qué distancia deben estar situados dos esferas de igual radio 1,50 m, para que el
volumen comprendido entre sus superficies y la superficie lateral cilindrica circunscripta sea
iguala 21,195 m3

113) Averiguar la relacidn en que estdn los volimenes de un cono, de una esfera y de un cilindro,
teniendo el cono y el cilindro por altura y didametro de la base el didmetro de la esfera.
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