Profr. Efrain Soto Apolinar.

Funcion Inversa

Una funcién es una relaciéon entre dos variables, de manera que para cada valor de la variable
independiente existe a lo mds un tinico valor asignado a la variable independiente por la funcién.

Imagina que tienes la funcién y = f(x). Ta le das un valor (x) y ella te devuelve otro (f(x)).

Una buena idea seria encontrar una funcién que cuando le demos el valor f(x) nos devolviera x,
es decir, una méaquina que haga la transformacion inversa de f(x).

En otras palabras, queremos encontrar una funcién que deshace la transformacién que ocasiona
la funcién f sobre los ntimeros que le damos.

-

Funcién inversa
Sea f una funcion con dominio Xy y contradominio Y. Si existe una funcién g con dominio Xg y
contradominio Y ¢ tal que:

i. f(g(x)) = x para toda x € Xg Definicién
1
ii. g(f(x)) = x para toda x € Xy
entonces decimos que las funciones f y g son inversas una de la otra.
=1 denota la funcién inversa de f.
En otras palabras, si intercambiamos las coordenadas de los pares formados por (x, f(x)) obten-
emos (f(x), x), que no son sino los puntos de la funcién inversa f~!. Es decir, el dominio de f es
el contradominio de f~! y el contradominio de f es el dominio de f~!.
1
Importante!: f~1(x) no significa )
1
Utilizando el diagrama de funcién, podemos explicar el nuevo concepto: fx) # f(x)
Pero
Funciéon 4 1
(f(x) " = fx)
Dominio Contradominio
X f Y
e
x Y
1
y -
Valores que le T Valores que nos
damos a la funcién Inversa devuelve la funcién

No todas las funciones tienen funcién inversa. Esto se debe a la definicién de funcién.

Para que una relacién sea considerada funcién, para cada elemento del dominio le debe correspon-
der a lo mas un elemento del contradominio.

Si una funcién debe tener funcién inversa, a cada elemento del contradominio le debe correspon-
der a lo mds un elemento del dominio (por definicién de funcién inversa).

En otras palabras, para cada elemento del dominio de f le corresponde un elemento de su con-
tradominio y viceversa.

La notacién de funcién inversa sugiere alguna relacién con los exponentes, pero no es asf.
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Esto implica que para dos valores 4, b distintos, entonces f(a) # f(b). En otras palabras solamente
para las funciones «uno a uno» podemos calcular su funcién inversa.

Ya se habia mencionado en la seccién anterior que si la funcién f es uno a uno (inyectiva), entonces
cumple con:

Sia # b, entonces f(a) # f(b)

y ademds, si g es la inversa de f, entonces, g(f(a)) =ay g(f(b)) =, por lo que si f(a) = f(b),
se sigue que a = b.

Lo anterior nos indica que:

Teorema 1

Si la funcion f tiene inversa, entonces, para cualesquiera dos elementos 4, b en el dominio de f

que cumplen a # b, se tiene que f(a) # f(b).

En otras palabras, si una funcién tiene inversa, entonces es uno a uno y viceversa, si una funcién
es uno a uno, entonces tiene inversa. Si 1o estd en el contradominio de la funcién f, entonces este
valor tiene asociado un tinico valor xg a partir del cual se le calcul6 usando f. Es decir, yo = f(xo).

Si definimos la funcién g que toma como su dominio al contradominio de f y asignamos al
contradominio de g los elementos del dominio de f, estamos diciendo que g es la funcién inversa

de f.

Tanto f como g son funciones (una inversa de la otra) porque cumplen con la condicién de que
«a cada elemento del dominio le corresponde a lo mds un elemento del contradominio», impuesto por la
definicién de funcion.

Ejemplo 1

Calcula la funcién inversa de la funcion:

y=2x+7

e Por definicién de funcién inversa, para cada x le corresponde un y y viceversa.
e La funcién «directa» es: y =2x + 1.
e La funcién inversa «deshace» la transformacion, es decir, le damos y y ésta nos devuelve x.

e En otras palabras, la variable dependiente de la funcién «directa» viene siendo la variable
independiente de la funcién inversa.

e Y la variable dependiente de la funcién «directa» juega el papel de la variable independiente
en la funcién inversa.

e Asi que vamos a despejar x en términos de y.

= 2x+47
2x

NN <

Yy
y—7
2
e Esta expresion puede verse como una funcién: nosotros le damos el valor de y y ésta nos
devuelve el valor de x.

e Ahora cambiamos las variables para que se trate de la funcién inversa:

=27
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e Con esto hemos terminado.

Vamos a verificar que el resultado del ejemplo anterior es correcto. Para eso, vamos a calcular
valores de y para la funcién «directa» y después vamos a hacer los célculos respectivos para la
funcién inversa.

y=2x+7 _x=7
- y=—
X y X y
(1J g 7 0
9 1
2 11 1 2
4 15 15 4

Vamos a llamar F a la funcion y =2x+7,y G ala funciony = (x —7) /2.

De las tablas vemos que si damos 0 a la funcién F obtenemos 7. Por otra parte, si damos 7 la
funcién G obtenemos 0.

Si damos 3 a F ésta nos devuelve 13, y si damos 13 a G nos devuelve 3.

Esto estd de acuerdo con la definicién de funcién inversa. Es decir, G = F~1, la funcién G es la
funcién inversa de la funcién F.

Es evidente de las tablas que el dominio de F es el contradominio de G y que el dominio de G es
el contradominio de F.2

Puedes asignar otros valores y verds que para todos se cumple que G(F(x)) = x. Es decir, cuando
sustituimos el valor que nos devuelve la funcién F (una vez que le damos un valor x), en la funcién
G obtenemos x.

Si la funcién directa no es uno a uno, entonces su dominio no es igual al contradominio de su
inversa. También, su contradominio no es igual al dominio de su inversa.

Calcula la funcién inversa de la funcion:

Ejemplo 2

e Vamos a utilizar el mismo procedimiento.

Despejamos x y después cambiamos las literales de lugar.

El problema ahora consiste en que tendremos que resolver una ecuacién cuadratica.

Por eso tendremos que usar la férmula general:

v —b+V0b?—4ac
o 2a

2Recuerda que F(x) estd en el contradominio de F y que x estd en su dominio.
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e Empezamos escribiendo la ecuacién cuadréatica en su forma general:

_ox?—1
YT Tox
2xy = x*-1
X —2yx—1 = 0

e Entonces, en este caso:

vV oa=1,
vV b=-2y,
vV c=-1.

e Ahora sustitumos en la férmula general:
—(=2y) + V(=2 — 4 (D (-1)
2(1)

2yt \/4y>+4

2
2yt /4y +1)

2

2y +2/y2+1

2

= y+./y2+1

Observa que el simbolo + nos indica que para cada valor de x le corresponden dos valores

dey.

Esto se debe a que la funcién cuadrética y = a x> + b x + ¢ no es uno a uno.

Asi que tendremos que considerar solamente una parte de esta funcién.

e Vamos a considerar solamente la parte que tiene el signo de suma.

Entonces, la funcién inversa de f es:

i a) =x+ Va2 +1

Debido a la forma como se define la funcién inversa, ésta tiene cierta simetria con la funcién
directa.

Al graficar f y su inversa nos damos cuenta. El siguiente muestra eso.

Calcula la funcién inversa de la funcién:
Ejemplo 3 y=f(x)=3x+4

y grafica ambas funciones en el mismo sistema de coordenadas.
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Primero vamos a calcular la inversa:

Y esto implica que la funcién inversa es:

y = 3x+4
y—4 = 3x
—4
ys — 5
_x—4
¥=73

A partir de esta funcién podemos llegar a la funcién «directa».

Para este fin necesitamos calcular su inversa.

Utilizamos el mismo procedimiento:

Ahora cambiamos las literales de posicion y obtenemos la funcién «directa».

Entonces, la funcién inversa de la funcién inversa es la funcidn «directa».

_ x—4

Yy = 73

3y = x—4
3y+4 = «x

y=3x+4

Lo anterior se cumple para cualquier funcién uno a uno.

La siguiente grafica muestra ambas funciones:
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e Larecta y = x sirve como referencia. ;Puedes explicar por qué?

Al observar las graficas de las funciones facilmente puedes verificar que las coordenadas de x de
la funcién «directa» son las coordenadas de y de la funcién inversa y viceversa.

Esto se puede observar inmediatamente en la siguiente tabla:

f f
x =1 0 1 2 vy
v 1 4 7 10 «x

donde f es la funcién y = 3 x + 4, mientras que f ! es la funcién: y = (x —4)/3.

Esto te debe permitir observar claramente que el dominio de f es el contradominio de f~! y que
el contradominio de f es el dominio de f—1.

Esto es asi porque la funcién es uno a uno.

Cuando desees calcular la funcién inversa de una funcién que no sea uno a uno esto tltimo no se
cumplird.

El siguiente ejemplo muestra otro caso.

Ejemplo 4

Calcula la funcién inversa de la funciéon:
y=f(x)=vi-x

y grafica ambas funciones en el mismo sistema de coordenadas.

e En este caso parece muy sencillo el despeje:

Y 1—x
2= 1P
x = 4/1—y?

e Observa que solamente hemos considerado la parte positiva del despeje.

e Del resultado tenemos que: f~1(x) = v1 — x2.

e La gréfica de la funcién directa y su inversa se muestran enseguida:

Y y ;Podriamos
afirmar que
f=F

(Por qué?
x x
e Observa que la funcién inversa solamente puede tomar valores no negativos de x. Profesor:

f no es una fun-

s i 5?
e ;Puedes explicar por qué? cién uno a uno.
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Como solamente consideramos los valores positivos del contradominio de f, en la funcién inversa,
la el dominio de f~! solamente toma valores positivos.

La grafica dada en el ejemplo muestra este resultado.

Esto ocurrird cada vez que la funcién no sea uno a uno.

Calcula la funcién inversa de la funcion:

y=flx) =+

y grafica ambas funciones en el mismo sistema de coordenadas.

Ejemplo 5

e Primero calculamos la inversa:

1/3

y'? =

W= x
e Entonces, f~! = J/x.

e La gréfica de la funcién y su inversa se muestra enseguida:
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e En este caso, el dominio de f corresponde con el contradominio de f~! y el contradominio
de f con el dominio de f~!.

e Esto gracias a que f es uno a uno.

e ;Puedes calcular f~1(x) si f(x) = J/x?
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En los siguientes capitulos estudiaremos varios tipos de funciones. Algunas de ellas tendran
inversa en intervalos adecuadamente definidos.

En segundo semestre estudiamos las funciones trigonométricas, y = sinx, ¥y = cosx, y = tanx,
Sus inversas son las funciones y = arcsinx, y = arccosx y y = arctanx, respectivamente, las
cuales muy frecuentemente se escriben y = sin"!x, y = cos"' x y y = tan~! x, para denotar las
inversas de las funciones trigonométricas. Por ejemplo, en las calculadoras cientificas se utiliza
maés esta notacion.

Las funciones exponenciales y logaritmicas también son uno a uno y por tanto, tienen inversa.
Estas funciones seran estudiadas en el capitulo cuatro de este semestre.
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