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88.1. Las leyes de las fuerzas.- Las tres leyes del movimiento que hemos
estudiado en las dos lecciones precedentes no resuelven por si solas e problema
central de la Mecanica Clasica de las particulas; esto es, dada una particula cuyas
caracteristicas fisicas (masa, carga eléctrica, ...) conocemos, colocada en un cierto
ambiente del que tenemos una descripcion completa, ¢cudl serd el movimiento
subsiguiente de la particula?

De acuerdo con el método de trabajo que nos propusimos seguir, ya hemos
definido e concepto de fuerza (en funcion de la aceleracion que adquiere un cierto
cuerpo patron) y € concepto de masa (estableciendo un procedimiento que nos
permite asignar una masa a cada cuerpo). Solo nos falta investigar las leyes de las
fuerzas, esto es, los procedimientos que nos permitan calcular la fuerza que actia
sobre la particula a partir de las propiedades de la mismay de su medio ambiente.
Entonces completaremos nuestro programay podremos dar por resuelto el problema.

No debemos considerar la segunda ley del movimiento

F = ma (8.1

como una ley de la Naturaleza, sino mas bien como una definicién de fuerza. Esta
claro que podemos utilizar la segunda ley de Newton para medir la fuerza F que
actlia sobre la particula de masa m, a través de una medida de su aceleracién a. Pero
el concepto de fuerza juega un papel central en la Fisica y la ec. [81] debe
interpretarse mas bien del siguiente modo: conocida la fuerza, la ec. [8.1] nos
determina la aceleracion, o sea el movimiento de la particula. Por consiguiente, €
papel del fisico es descubrir cudles son las fuerzas que existen en la Naturaleza ya
que, una vez conocidas, € problema se reducira a buscar la solucion de la ec. [8.1],
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gue es una ecuacion diferencial de segundo orden. Asi pues, necesitamos identificar
diversas funciones del tipo

(82

F = una funcién de las propiedades de la particula
y de las de su entorno.

de modo que podamos, en cada caso, eliminar F entre las ecuaciones [8.1] Y [8.2], para
obtener asi una ecuacidn gue nos permita calcular la aceleracion de la particula en
funcién de sus propiedades y de las de su medio ambiente. Como vemos, e concepto
de fuerza aparece tanto en las leyes del movimiento [8.1] (que nos dicen qué
aceleracion experimentard una particula bajo la accion de una fuerza dada), como en
las leyes de las fuerzas [8.2] (que nos permiten calcular la fuerza que actuard sobre
la particula a colocarla en un medio ambiente determinado).

La cantidad y variedad de medios ambientes posibles para una particula es tan
grande que nos resultaria imposible realizar un estudio detallado de todas las leyes
de las fuerzas. En esta leccion haremos una breve exposicion de algunas caracteristi-
cas de las interacciones fundamentales, que estudiaremos con mas detale y
profundidad en los capitul os especificos que desarrollaremos a lo largo de este libro.
También daremos algunas descripciones empiricas de las fuerzas macroscopicas, no
fundamentales, més comunes en & ambito de la Mecanica Clésica.

88.2. Las fuerzas fundamentales.- En nuestra experiencia cotidiana
encontramos una gran variedad de fuerzas, que relacionamos con diversos agentes.
Asi hablamos de la fuerza muscular que gercemos al empujar un armario sobre €l
piso, de la fuerza de rozamiento que €l piso hace sobre aquél, de la fuerza elastica
en un muelle estirado, de la fuerza gravitatoria que la Tierra gjerce sobre la Luna, de
la fuerza de origen eléctrico que pone en marcha e motor de un automovil, de la
fuerza hidraulica que acciona los frenos del mismo o de la fuerza mecanica que lo
detiene si tiene la desgracia de colisionar contra una farola.

Con independencia del nimero de nombres que damos a las fuerzas que usamos
0 gue simplemente conocemos, existen solamente dos fuerzas fundamentales que
gobiernan el comportamiento de |os cuerpos que encontramos en nuestra experiencia
diaria. Estas dos fuerzas son las gravitatoriasy las electromagnéticas. Todas |as otras
fuerzas, aparentemente diferentes, pueden considerarse como diferentes
manifestaciones macroscopicas de esas fuerzas fundamentales. Asi, las Ilamadas
fuerzas de contacto entre dos cuerpos son realmente, en Ultimo andlisis, de caracter
electromagnético (principalmente electrostético) y representan la suma total de un
ndmero enorme de interacciones entre moléculas muy préximas entre si. Las fuerzas
de friccion viscosa que experimenta un cuerpo gque se mueve en el seno de un fluido
tienen también su origen en las fuerzas electromagnéticas a nivel molecular entre las
numerosas moléculas del cuerpo y del fluido.

Normalmente resultara dificil (por no decir imposible) y poco practico obtener
la ley a la que obedece una fuerza macroscopica en funcion de las fuerzas
gravitatorias y electromagnéticas (principalmente estas Ultimas) entre particulas
submicroscopicas (moléculas, domos, particulas elementales). Por lo tanto, las
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expresiones de dichas leyes de fuerza habra que suponerlas (como hipétesis de
trabajo) y obtenerlas experimental mente.

Como gjemplos, un blogue gque se desliza sobre un tablero experimenta una
fuerza de rozamiento que es aproximadamente proporcional a la fuerza normal que
hace € bloque contra el tablero; una esferilla que cae en un fluido viscoso esta
sometida a una fuerza viscosa que se opone a su movimiento y que es aproximada-
mente proporcional a su velocidad; la fuerza que eerce un muelle estirado es
aproximadamente proporcional a su deformacion. Todas estas leyes de las fuerzas son
leyes empiricas y, como vemos, aproximadas; i.e., no son leyes fundamentales de la
Naturaleza.

Sin embargo, las dos fuerzas fundamentales anteriormente mencionadas, las
gravitatorias y las electromagnéticas, no son suficientes para describir todos los
fendmenos de la Fisica. El estudio de los fendmenos a escala nuclear y de particulas
elementales pone de manifiesto la existencia de otras dos fuerzas fundamentales: la
asociada a la denominada interaccién fuerte, que mantiene juntos los nucleones
(protones y neutrones) del nacleo atémico y la asociada a la llamada interaccién
débil, que existe entre las particulas elementales.

Las fuerzas gravitatorias y las electromagnéticas son fuerzas de largo alcance;
esto es, son efectivas a largas distancias y, por eso mismo, son responsables de los
fendmenos a gran escala. Las fuerzas nucleares y las de interaccion débil son fuerzas
de corto alcance de modo que sus efectos solo resultan evidentes ala escala nuclear.
Sin embargo estas fuerzas desempefian un papel crucial en nuestraexistencia. Lavida
en la Tierra es posible gracias a la energia que, en forma de radiacidén luminosa,
recibimos del Sol, energia que en Ultimo andlisis procede de los procesos nucleares
gue tiene lugar en e Sol.

Resumiendo, todas las fuerzas distintas observadas en la Naturaleza pueden
explicarse hoy dia en funcion de cuatro interacciones fundamentales o basicas que
ocurren entre las particulas elementales:

(1) Fuerzas gravitatorias.

(2) Fuerzas €electromagnéticas.

(3) Fuerzas de la interaccién fuerte.
(4) Fuerzas de la interaccién débil.

y parece ser que no hay necesidad de ninguna otra fuerza fundamental adicional para
explicar todos los fendmenos conocidos hoy dia. Es imposible, en € estado actual de
la Fisica, decir porque existen estas fuerzas y nos contentamos con escribir los
movimientos en funcion de ellas.

Por otra parte, es posible que las interacciones fundamentales no sean
completamente independientes, pero la relacion existente entre ellas no ha sido
establecida aln de una forma satisfactoria. Experimentos recientes con particulas
elementales en € dominio de muy altas energias parecen indicar una conexion entre
lainteraccidn electromagnética y lainteraccion débil. Quizas, con el tiempo, seamos
capaces de basar nuestra descripcion de toda la Naturaleza en solo una o dos
interacciones fundamentales, pero de momento tenemos que basarla en las cuatro
interacciones bésicas descritas.
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88.3. Fuerzas gravitatorias.- La fuerza de atraccion gravitatoria entre dos
cuerpos es un fenémeno universal: todas las particulas gjercen entre si una fuerza
gravitatoria de atraccion. Laley de gravitacion universal fue descubierta por Newton
y publicada en 1686. Esta ley puede enunciarse asi:

Toda particula material del Universo atrae a cualquier otra particula con una
fuerza que es directamente proporciona a producto de las masas de ambas
particulas, inversamente proporcional a cuadrado de la distancia que las
separa y dirigida segun la recta que las une.

Esto es, lafuerza F,, con que una particula de masa m, atrae a otra particula de
masa m, viene dada por

(8.3]

21

donde r,, = r,,&, €s € vector de posicion de la
particula 2 respecto a la 1, e, es e vector
dirigido de la particula 1 ala 2 (Figuras.l) y G
€s una constante universal, denominada cons-
tante de Gravitacion Universal, cuyo valor,
determinado experimentalmente, es

Figura 8.1

G - 66720x101 N [8.4]

kg?
El signo negativo en la ec. [8.3] indica que |la fuerza gravitatoria esta dirigida hacia
my, 0 sea que es una fuerza de atraccion. La expr. [8.3] puede aplicarse para calcular
lafuerza que m, glerce sobre m, (bastara intercambiar todos los subindices 1y 2). La
fuerza F,,, asi obtenida, tiene el mismo médulo y direccion de la fuerza F,,, pero su
sentido es opuesto al de ésta, ya que € versor e, es opuesto a versor e,;. Asi, en
principio, la ley de gravitacion de Newton cumple los requisitos de la ley accion-
reaccion.

La proporcionalidad inversa a cuadrado de la distancia que aparece en laley de
lagravitacion universal yafue sospechada por HOOKE (1635-1703) y otros cientificos
contemporaneos de Newton. Pero fue Newton® quien consiguio deducir la ley de la
gravitacion universal a partir de las leyes de KEPLER (1571-1630) y de sus propias
leyes del movimiento.

La ley de gravitacién de Newton se refiere a la fuerza entre dos particulas.
¢Como puede aplicarse para calcular la fuerza gravitatoria entre dos cuerpos de un
cierto tamafio?. Evidentemente, el procedimiento a seguir sera aplicar la ec. [8.3] entre
todas las parejas de particulas que podamos formar tomando una particula de cada
cuerpo y sumando los resultados parciales obtenidos (Figura 8.2). Esta operacion exige

! Parece existir alguna evidencia de que Newton llegase a la deduccién de esta ley a partir de
sus reflexiones sobre la caida de una manzana, pero los primeros céculos para justificar su
exactitud se referian al movimiento de la Luna arededor de la Tierra.
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recurrir al calculo integral y, aungue no
es dificil, la pospondremos para cuando
estudiemos con mas profundidad, en

una leccion posterior, la ley de ©

gravitacion. Por ahora nos confor- ©

maremos con aceptar la hipotesis % '
formulada por Newton (que demostrd Tierra

posteriormente tras inventar el calculo
diferencial e integral®) de que la fuerza
gravitatoria gercida por o sobre una
esfera homogénea es la misma que se tendria si toda la masa de la esfera estuviera
concentrada en su centro. De acuerdo con este enunciado no tendremos ninguna
dificultad para calcular la fuerza gravitatoria entre un pequefio cuerpo y la Tierra, o
entre ésta 'y la Luna.

Al ser tan pequefio el valor de la constante de gravitacion universal, G, la
atraccion gravitatoria sblo puede apreciarse entre cuerpos de gran masa o si se toman
precauciones extremas para evitar cualquier otra perturbacion que pueda actuar sobre
los cuerpos.

A modo de gjemplo calcularemos la magnitud de la fuerza gravitatoria existente entre dos
bolas de plomo de 1 kg de masa cada una, cuando sus centros estén separados 10 cm. Tratando las

bolas como si |a masa de cada una de €llas estuviese concentrada en su centro, obtendremos una
fuerza extraordinariamente pequefia:

Figura 8.2

F - 667210 11% - 6672x10° N ~ 10 g [8.5]

En cambio, s repetimos e cédculo para la fuerza gravitatoria entre la Tierra y la Luna
encontraremos una fuerza muy grande:

E - 6672x 101 735107 5.9810%

L9V VPO L 2x10° N [8.6]
(3.84 x 10°)?

88.4. Fuerzas electromagnéticas.- Las fuerzas gjercidas entre dos particulas
a causa de su carga €l éctrica se denominan fuer zas el ectromagnéticas. La descripcion
de estas fuerzas es considerablemente mas complicada que la correspondiente a las
fuerzas gravitatorias.

Por una parte, la fuerza el ectromagnética entre dos particul as cargadas en reposo,
lallamada fuerza el ectrostética, puede ser atractiva o repulsiva, en tanto que lafuerza
gravitatoria es siempre atractiva.

Una complicacién ain mayor surge cuando las particulas se encuentran en
movimiento, pues entonces a la fuerza el ectrostética se superpone la llamada fuerza
magnética, que es funcidn de las vel ocidades de las particul as cargadas interactuantes
y gue generalmente no actla seglin la recta que une ambas particulas. Normalmente
utilizaremos el término de fuerza electromagnética para indicar que los dos efectos,

2 En realidad, Newton ideé el Calculo de Fluxiones, antecedente del actual Célculo Diferencial
e Integral.
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el electrostatico y € magnético, estan presentes. Sin embargo es importante
comprender que las fuerzas magnéticas no tienen existencia independiente de las
cargas eléctricas; estas fuerzas aparecen exclusivamente entre cargas eléctricas en
movimiento. Por esa razon, usaremos € término de fuerza eléctrica en un sentido
general para indicar la fuerza electrostética pero incluyendo la posibilidad de la
fuerza magnética, si las cargas estan en movimiento.

Ahora, en nuestra breve descripcion de las fuerzas fundamental es, comenzaremos
considerando la fuerza electrostética; esto es, la fuerza que actla entre cargas
eléctricas en reposo. La ley de la fuerza electrostética fue descubierta por €l fisico
francés Charles A. CouLomB (1736-1806) en 1795 y establece que

Entre dos particulas cargadas existe una fuerza atractiva o repulsiva que es
proporcional a producto de las cargas, inversamente proporcional a
cuadrado de la distancia que las separa y dirigida seguin larecta que las une.

Esto es, de acuerdo con la notacion utilizada en € articulo anterior, lafuerza electros-
tética entre dos particulas cargadas, en €l vacio, viene expresada por

Fo- k%

21

€ [8.7]
P

en donde k es una constante, [lamada constante de Coulomb, cuyo valor depende del
sistema de unidades elegido. En el Sistema Internacional de Unidades Fisicas (Sl),
la constante de Coulomb (que por razones histéricas se acostumbra escribir 1/4ne)
tiene e valor

m?2
k-_1 -gogx109 NM [8.8]
4re, C?
C2
0 sea e, = 8.854x10" _—~ _ [8.9]
N-m?

siendo ¢, la llamada permitividad del vacio. Asi, laley de Coulomb la escribiremos

1 qg

F,. = e [8.10]
21 471: 80 r221 21
@ Existen dos clases de carga el éctri-
T ca Las cargas de una misma clase se
q, € By 2l repelen entre si; las cargas de distinta
F F E, clase se atraen mutuamente. Siguiendo
12 13

la sugerencia de Benjamin FRANKLIN

: (1706-90), y de modo arhitrario, se le

! F, asignd el signo positivo a las de una
clase y € negativo alas de la otra. En

4a p< la ec. [8.10] viene incluido el hecho de

gue las cargas del mismo signo se

Figura 83 repelen y las de distinto signo se atraen.
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Una importante propiedad de la carga eléctrica es que esta cuantizada; esto es,
la carga eléctrica siempre tiene la magnitud Ne, en donde N es un nimero entero y
e una unidad fundamental de carga igual a la magnitud de la carga eléctrica de un
electron o de un protén. Todas las particulas elemental es conocidas poseen una carga
+e, -e 0 nula. La unidad fundamental de carga, en unidades del sistema Sl (mks), o
sea en coulombs (C) es

e =1602x10° C (8.11]

Las fuerzas coulombianas se superponen a las fuerzas gravitatorias, que estan
siempre presentes. Como ambas fuerzas, la electrostatica y la gravitatoria, varian en
razén inversa a cuadrado de la distancia entre las particulas, la relacion entre ellas
es independiente de la separacion entre las particulas. Podemos asi comparar las
intensidades relativas de estas dos fuerzas entre particulas elementales, tales como
dos protones o dos electrones. La masa del protén esm, = 1.673x10?" kg y su carga
es +e = 1.602x10™ C, de modo que la relacion entre la fuerza electrostética F, y la
gravitatoria F, para dos protones a cualquier separacion es.

=~ 10% [8.12]

_n
Q| =
3l

9

Como los electrones poseen una masa que es m, = m/1836, la relacion FJ/F, para
dos electrones es aln mayor (=4x10%).

Asi pues, la fuerza gravitatoria entre dos particulas elementales es tan peguefia
frente alafuerza electrostatica que puede despreciarse al describir la interaccion. Por
lo tanto, sdlo la fuerza electrostética es importante en la descripcion de los sistemas
atébmicos. En e ndcleo atémico, la fuerza nuclear es alin més potente que la fuerza
electrostética entre los protones que lo constituyen, pero no tanto como para que ésta
sea siempre despreciable. Muchos fenémenos importantes a nivel del niicleo atémico
son consecuencia de las fuerzas electrostéticas.

Cuando las cargas eléctricas estdn en movimiento, a las fuerzas el ectrostéticas se
superponen otras, las fuerzas magnéticas, que dependen de las velocidades de las
particulas y que generalmente no actlan seglin la recta que une las particulas
interactuantes, por ser fuerzas deflectoras; esto es, que tienen siempre una direccion
normal a la velocidad de la particula cargada sobre la que actlian. No vamos ahora
aentrar en més detalles acerca de esta fuerza, ni
tan siquiera nos va a preocupar la expresion
correcta de la ley de fuerza entre dos cargas Vi
eléctricas puntuales que se mueven de modo F,
arbitrario, la una con respecto a la otra, puesto
gue resulta demasiado complicado para hacerlo q,
sin entrar més a fondo en el tema. Nos confor- :
maremos con escribir la llamada formula de
Lorentz

F =q(E + vxB) [8.13] qg‘
Figura 8.4
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gue nos permite calcular la fuerza el ectromagnética que actlia sobre una carga g que
se mueve con una velocidad v en un campo electromagnético definido por la intensi-
dad eléctrica E y la induccion magnética B.

88.5. Fuerzas nucleares.- Las dos interacciones que acabamos de describir,
la gravitatoria y la electromagnética, son las Unicas que necesitamos tener en cuenta
para explicar e movimiento de los objetos cotidianos y aun para explicar €l
comportamiento delos sistemas atémicos. Sin embargo, cuando profundizamos dentro
del &omo e indagamos acerca de la naturaleza de las fuerzas que actlian entre los
componentes de su nacleo, encontramos que las fuerzas gravitatorias y
electromagnéticas no son ya apropiadas para describir los fendmenos que observa-
mos.

Como ya sabemos, €l nlcleo atdmico es extraordinariamente pequefio, siendo su
radio del orden de 10% m (1 fm) y estd compuesto por protones (p), particulas ele-
mentales con carga positiva, y neutrones (n), que no tienen carga eléctrica. Entre los
protones que constituyen € nucleo atébmico existe una fuerza coulombiana repulsiva
muy fuerte que no puede ser compensada por la fuerza gravitatoria (atractiva) entre
los componentes del nicleo (los nucleones) pues, como hemos visto anteriormente,
la magnitud de ésta es despreciable frente a la de aquélla. Como observamos que un
gran nimero de niicleos son estables, es obvio que debe existir una fuerza atractiva
extraordinariamente fuerte que actlie en €l interior del niicleo y compense alafuerza
de repulsion coulombiana que tiende a romperlo.

A modo de eemplo numérico, calcularemos aproximadamente la magnitud de la fuerza
electrostética entre dos protones en un nicleo tipico. Asi, consideramos € niicleo de helio (*He)
que esta constituido por dos protones y dos neutrones, contenidos en un volumen de un radio de
2x10™ m, aproximadamente. A esa distancia, la fuerza electrostética entre |os protones es

2 19)2
F,- k& - oxgpe (16¥10 )"

X0 ) 58N =~ 6 kg [8.14]
¢ r2 (2x10° 5y

que es una fuerza repulsiva enorme. Sin embargo, e nlicleo “He es muy estable.

El resultado anterior nos indica que debe existir una fuerza atractiva extraordina-
riamente fuerte entre los componentes del niicleo. Esta fuerza es la que denominamos
fuerza nuclear, también [lamada fuerza de interaccion fuerte para distinguirla de la
fuerza de interaccidn débil que actlia entre todas las particulas elementales.

La fuerza nuclear actlia entre dos protones (p-p), entre dos neutrones (n-n) y
entre un protén y un neutrén (p-n), pero solo s las particulas estdn muy proximas.
Esto es, lafuerza nuclear es de corto alcance. Hoy sabemos que las fuerzas p-ny n-n
son esencialmente idénticas y que, aparte la porcién coulombiana, la fuerza p-p es
la misma que la n-n o la p-n. Puesto que los protones y |os neutrones tienen muchas
propiedades comunes (excepto, principalmente, la carencia de carga eléctrica en €l
neutron), estas particulas reciben el nombre genérico de nucleones. En lo que sigue
hablaremos de fuerzas nucledn-nucledn, incluyendo asi de una vez las tres posibles
combinaciones.

Cuando la distancia entre dos nucleones es del orden de 1 fm (fermi) la fuerza
nuclear entre ellos es atractiva 'y unas 100 veces mas intensa que la fuerza eléctrica
repulsiva que existe entre dos protones a esa misma distancia. Pero la fuerza nuclear
es de corto acance, siendo su radio de accién como mucho del orden del radio nu-
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clear, de modo que fuera de ese alcance deja de F

existir bruscamente. _
La fuerza nuclear no es enteramente atrac- 2

tiva, ya que para distancias muy pequefias es g

repulsiva; de ese modo se evita que el nicleo

atémico se colapse. En la Figura 8.5 se representa | ! ;f m | |
esguematicamente la variacién de la fuerza nu- x r
clear entre dos nucleones en funcion de la g
distancia que los separa. =

Figura 8.5

En e momento presente no existe una ley
de fuerza para las fuerzas nucleares. Esmas, en
la Fisica Nuclear no pensamos en términos de fuerza a describir la interaccion entre
dos nucleones sino que encontramos preferible utilizar el concepto de energia de
interaccion. Cualquier formula que escribamos en términos de las fuerzas no sera mas
gue unagrosera aproximacion que omitira muchas complicaciones. Asi ocurre cuando
decimos que las fuerzas nucleares no decrecen simplemente con e cuadrado de la
distancia, sino que incluyen un factor de decrecimiento exponencial con la distancia,
de forma que escribimos

F = —%e ° (para 1 >r,) (8.15]

donde r,=10"° my, ademas, cuando r > r, la fuerza nuclear desaparece. La ec. [8.15]
corresponde a la fuerza nuclear derivada del potencial de YukawA. En nuestro
estado actual de conocimientos, la ley de la fuerza nuclear resulta muy complejay
no podemos entenderla por un camino simple. Al tratar con particulas tan pequefias
y tan cortas distancias, las leyes de la Mecanica Newtoniana pierden validez y deben
ser sustituidas por las de la Mecanica Cuantica. El problema total de anaizar €
mecanismo intimo que conduce a la aparicion de las fuerzas nucleares esta aln por
resolver.

Para terminar nuestra breve y elemental exposicion sobre las fuerzas nucleares
diremos que este tipo de interaccion no es exclusivo de los nucleones (protones y
neutrones) sino que existe una amplia variedad de particulas el ementales, [lamadas
hadrones que interaccionan por medio de la fuerza nuclear fuerte. Los hadrones
incluyen los mesones de muchos tipos (piones, kaones, ...) y los bariones, que a su
vez incluyen a los nucleones y a otras particul as pesadas. En cambio, otras particulas
elementales més ligeras no participan de este tipo de interaccidn; son los leptones,
gue incluyen los electrones, positrones, muones y neutrinos.

88.6. Interaccién débil.- En el proceso radioactivo de desintegracion 3 de un
nicleo, el nlcleo padre emite un electron y un neutrino; podemos expresar ese
proceso por

A A
(nGcleo) — (ndcleo) + e + v, (8.16]
z Z+1
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lo que equivale a considerar que un neutron del nlcleo padre ha experimentado una
desintegracion 3,

n -p+e +Vv (817]

e

de modo que se obtiene un nlcleo hijo con un protén mas y un neutrén menos que
el padre (is6baro).

Del mismo modo que dos hadrones (dos nucleones por gjemplo) interaccionan
fundamentalmente a través de la fuerza de la interaccién fuerte, el electron y €
neutrino lo hacen (exclusivamente) por la fuerza de interaccion débil. Esta fuerza
débil es la responsable de la desintegracion f3.

Se habia pensado que lainteraccion débil no apareceria mas que con la presencia
de neutrinos y otros leptones, pero también parece dirigir las desintegraciones lentas
de las llamadas particulas raras aun cuando no se detecte ningin lepton. La
interaccion débil existe entre todo par de particulas elementales, por 1o que también
se la denomina interaccién universal de Fermi. La interaccion débil es la Unica que
existe entre los electrones y 10s neutrinos, pero también existe entre los nucleones,
aungue es mucho mas débil que lainteraccién fuerte y la interaccion electromagnéti-
ca. Larelacion entre la fuerza débil y la fuerza nuclear es 1:10%, lo que nos permite
despreciar las "fuerzas débiles' cuando estén en juego las nucleares.

Para terminar, y a modo de resumen, en la Tabla 8.1 presentamos las magnitudes
relativas de las cuatro fuerzas fundamentales que actllan entre diversos pares de
particulas elementales, para pequefias distancias del orden de 10*° m. Arbitrariamen-
te, hemos asignado la magnitud unidad a las fuerzas nucleares.

88.7. Fuerzas moleculares.- Las fuerzas que actlan entre las moléculas
reciben e nombre de fuerzas moleculares. Estas fuerzas no tienen carécter
fundamental, en & sentido en que lo son las cuatro fuerzas basicas estudiadas
anteriormente, ya que son manifestaciones complejas de la interaccion electromagné-
tica bésica entre los electrones y nucleos de una molécula con los de otra. Las
fuerzas moleculares no han podido ser explicadas dentro del formulismo de la

Tabla 8.1.- Magnitudes relativas de las cuatro interacciones fundamentales. Hemos asignado la
magnitud unidad a la fuerza nuclear.

Tipo de interaccion p-p p-n, n-n ep ev
nuclear 1 1 0 0
electromagnética 102 0 102 0
débil 10" 10" 10" 10"
gravitatoria 1038 1038 104 0
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Mecanica Cléasica; sus detalles solo pueden comprenderse dentro de la estructura de
la Mecanica Cuantica. Sin embargo, podemos encontrar descripciones empiricas
satisfactorias que nos pueden ser muy Utiles en la comprension de las fuerzas
moleculares. Se nos presentan diferentes casos.

Asi, por giemplo, en una molécula de agua (H,0), la carga negativa esta mas
ligada al atomo de oxigeno que a los atomos de hidrégeno, de modo que la posicion
media de las cargas eléctricas negativas y de las positivas no coinciden en un mismo
punto. Las moléculas que tiene esta propiedad se Ilaman moléculas polares y estan
caracterizadas por su momento dipolar, que se define como € producto de la carga
por la distancia entre sus centros. En el caso de las moléculas polares, la fuerza
molecular es relativamente intensa.

En otros casos, como en el de lamolécula de oxigeno (O,) que es muy simétrica,
la carga eléctrica estd mas distribuida, de modo que coinciden en un mismo punto
las posiciones medias de las cargas positivas y negativas. Estas son las llamadas
moléculas no-polares y para €ellas las fuerzas intermoleculares son menos intensas.
Para las moléculas no-polares cabria esperar que todas las fuerzas eéctricas se
neutralizasen; sin embargo es un hecho bien comprobado la existencia de una fuerza
atractiva para distancias grandes en comparacién con el tamafio de la molécula. Esa
fuerza, en primera aproximacion, varia en razén inversa a la séptima potencia de la
distancia, esto es

k
T’

F=-- [8.18]

donde k es una constante para cada especie
molecular. La ec. [8.18] corresponde alalla
mada fuerza de Van der WAALS y para com-
prenderla se debe recurrir alos métodos me-
cano-cuanticos. Cuando las moléculas son
polares la atraccion es mas fuerte.

Ademas, las fuerzas moleculares, a
igual que vimos que ocurre con las fuerzas
nucleares, no son estrictamente atractivas,
Sino que para pequefias distancias son fuerzas repulsivas gque tienden a agar las
moléculas. Estas fuerzas repulsivas son las que nos permiten estar sobre €l suelo sin
gue pasemos a través de él. En la Figura 8.6 representamos la variacion de la magnitud
de la fuerza molecular entre dos moléculas en funcion de la distancia que las separa.

Asi pues, las fuerzas moleculares son atractivas a gran distancia (relativa al
tamario de la molécula) y repulsivas cuando las moléculas estan muy proximas. Para
una cierta distancia r, la fuerza molecular es nula, lo que significa que todas las
complejas i nteracciones el ectromagnéti cas se compensan, de modo que a esa distancia
el sistema formado por las dos moléculas se encuentra en equilibrio. Si a partir de
esa posicion tratasemos de aproximarlas, aunque solo fuera ligeramente, enseguida
aparecerian las fuerzas repulsivas que se oponen a esa aproximacion: se requeriria
una fuerza externa extraordinariamente grande para aproximar las moléculas mas ala
de su posicién de equilibrio pues, como muestra la gréfica de la Figura 8.6, la fuerza
repulsiva aumenta rapidamente para distancias inferiores a r,. Por otra parte, s

repulsion ~

atraccion

Figura 8.6
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tratdsemos de separarlas ligeramente, apareceria una fuerza atractiva que aumentaria
en intensidad conforme creciese la separacion entre las moléculas; pero s la fuerza
externa fuese suficientemente intensa, entonces podriamos separarlas definitivamente,
esto es, romperiamos €l enlace.

La gréfica de la Figura 8.6 nos muestra también que para pequefios desplazamien-
tos con respecto a la posicion de equilibrio ry, la fuerza molecular (atractiva o
repulsiva) es proporcional a desplazamiento. Este resultado es conocido como ley de
Hooke o ley de la elasticidad, aplicable en muy diversas situaciones, y nos dice que
cuando un cuerpo 0 un sistema experimenta una deformacion aparece una fuerza
restauradora que trata de devolverlo a las condiciones originales, y que dicha fuerza
es proporciona ala magnitud de la deformacién. La ley de Hooke puede escribirse
en la forma

F=-k(r-ry) = -KAr [8.19]

donde Ar es la magnitud de la deformacion y € signo negativo indica que la fuerza
es recuperadora. La constante k que aparece en la ec. [8.19] depende de la naturaleza
del sistemay debe determinarse experimentalmente. La ley de Hooke sdlo es valida
para deformaciones rel ativamente pequefia; si |a deformacion es relativamente grande
no existira una relacion lineal entre ésta y la fuerza recuperadora; y si es alin mas
grande puede que ni tan siquiera exista fuerza recuperadora y que el sistema
mantenga permanentemente la deformacion o que se rompa.

Para terminar esta exposicion de caracter general sobre las fuerzas moleculares
diremos que éstas son responsables de un gran nimero de fendbmenos que se
presentan a escala macroscopica. Asi, las [lamadas fuerzas de contacto son, en dltimo
andlisis, fuerzas entre moléculas. También es ese € caso de las fuerzas de cohesidn
gue actian entre las moléculas de una misma especie, de las fuerzas de adhesiéon que
actuan entre moléculas de distinta especie (entre liquido y sdlido, por g emplo), de
las fuerzas de tension superficial en los liquidos, que junto con las anteriores dan
lugar alos fendbmenos de capilaridad, de las fuerzas de rozamiento entre solidos y de
las fuerzas de viscosidad que se oponen a movimiento interno de los fluidos reales
y a movimiento de los sdlidos en €l seno de aquéllos, de las fuerzas elasticas que
aparecen en los muelles extendidos o comprimidos o en cualquier cuerpo real
sometido a tension 0 comprension, etc ... Todas ellas son manifestaciones de las
fuerzas intermoleculares y, en ultimo término, de la interaccién electromagnética
basica

88.8. Fuerzas de rozamiento.- Las fuerzas de rozamiento estan clasificadas
entre aquellas fuerzas pasivas que tratan de impedir o retardar el movimiento,
independientemente de la direccion en que dicho movimiento tenga lugar o tienda a
tenerlo. Si lanzamos un bloque, de masa m, alo largo del tablero horizontal de una
mesa, con una velocidad inicia v, la experiencia nos ensefia que su velocidad no
permanece constante, sino que disminuye gradualmente hasta que €l blogue se
detiene; esto es, el bloque experimenta una cierta aceleracion a en sentido opuesto
al de su movimiento. Si en un referencial inercial observamos que un cuerpo esta
acelerado debemos pensar que sobre & estd actuando una fuerza resultante en la
misma direccion y sentido que la aceleracion. Evidentemente, sobre el blogque de
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nuestro experimento estan actuando dos fuerzas en ladireccion vertical: €l peso P del
blogue y la reaccién normal N del tablero sobre el blogue. Esas dos fuerzas deben
equilibrarse ya que no se observa aceleracion alguna en la direccion vertical. Como
existe una aceleracion en la direccién horizontal y en sentido opuesto a del
movimiento declararemos que sobre el blogue esta actuando una fuerza de rozamien-
to, giercida por € tablero, cuyo valor es ma.

En redlidad, siempre que la superficie
de un cuerpo desliza sobre la de otro a N Yo a Y

e — e =
aparecen las fuerzas de rozamiento, que
son paralelas a las superficies y obran ¢
sobre cada uno de los cuerpos en tal senti-
do que se oponen al movimiento relativo. . P
Las fuerzas de rozamiento siempre se
oponen a movimiento y nunca lo ayudan.
Aungue no haya movimiento relativo
puede haber rozamiento entre las superficies. basta con que haya una tendencia al
movimiento como consecuencia de la accién de otras fuerzas que actlen sobre los
cuerpos en contacto. En este Ultimo caso hablaremos de rozamiento estatico en
contraposicién a rozamiento cinético que se presenta cuando hay movimiento
relativo.

El rozamiento desempefia un papel muy importante en lavida diaria. En general, el rozamiento
estético nos resulta Util y es dificil imaginar como seria lavida sin é. Sin el rozamiento estético
no podriamos caminar como lo hacemos, no podriamos sostener un 1apiz entre nuestros dedos vy,
si lo consiguiéramos, no podriamos escribir con é, no seria posible el transporte sobre ruedas (tal
como lo conocemos) y ni siquiera seria posible fabricar cuerdas y tejidos ya que su resistencia y
durabilidad depende del rozamiento entres sus fibras. También la accion de las bandas, poleas y
transmisiones del movimiento en la maquinaria seria imposible sin e rozamiento estético. En
contrapartida, €l rozamiento cinético es por 1o general un inconveniente. Al actuar solo la fuerza
de rozamiento se detendra cualquier cuerpo que se encuentre en movimiento. Tendremos que
consumir energia para mantener en movimiento uniforme un automavil, un avion, un barco, ... 0
una méaguina cualquiera. Ademés, e rozamiento cinético hace que se desgasten las partes moviles
de las méguinas, en ingenieria se dedican muchas horas-hombre parareducirlo. En cambio, tenemos
afavor del rozamiento cinético, entre otras pocas cosas, la accién del embrague de un automovil
(en la arrancada) y la de los frenos.

Figura 8.7

88.9. Rozamiento. Estudio experimental.- Supongamos un blogue en reposo
sobre un tablero horizontal, como se muestra en la Figuras.g, y apliquémosie una
fuerza horizontal cuya magnitud F podemos variar (tribémetro). Encontraremos que
cuando la magnitud de la fuerza F es suficiente pequefia el blogue permanece en
reposo sobre €l tablero; lafuerza F esté contrarrestada por una fuerza de rozamiento
(estético), f,, en la misma direccion pero en sentido opuesto a de la fuerza aplicada,
gjercida por e tablero y que obra en la superficie de contacto. Conforme vamos
aumentando la magnitud de la fuerza aplicada F nos iremos acercando a un valor
limite para €l cua e movimiento es inminente. Hasta alcanzarse ese vaor limite, la
fuerza de rozamiento estético ira creciendo de modo que en todo momento contrarres-
te exactamente a la fuerza aplicada F. En esa situacién limite diremos que € tablero
gjerce una fuerza de rozamiento estético maxima sobre e blogue. Cuando aumen-
temos, aunque s6lo sea ligeramente, la intensidad de la fuerza aplicada por encima
de ese valor limite, observaremos que € blogue se pone en movimiento, y que dicho
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movimiento es acelerado. Se demuestra asi
gue, una vez iniciado € movimiento, la
fuerza de rozamiento disminuye; esto es, la

no hay movimiento fuerza de rozamiento cinético es menor que

F la de rozamiento estatico m&ima. Si

f después de iniciado & movimiento
reducimos la intensidad de la fuerza F

no hay movimiento aplicada a un valor conveniente, en-

contraremos gue es posible conservar €
bloque en movimiento uniforme; esta
fuerza puede ser pequefia pero no nula.
Quisiéramos ahora expresar las fuerzas
de rozamiento en funcién de las propie-
dades del cuerpo (el bloque) y de su medio
ambiente (el tablero); esto es, conocer la
ley de fuerza para € rozamiento. Como
veremos més adelante, a analizar e roza
miento a nivel microscopico, e rozamiento
es un fenémeno extremadamente compleo,
ya que representa a hivel macroscopico €l
Figura 8.8 vaor promedio de un enorme nimero de
interacciones que ocurre a nivel microscod-
pico. No podemos, pues, esperar unaley de
fuerza para el rozamiento que tenga la elegante simplicidad y exactitud de la ley de
gravitacion universal o de la ley de la electrostética. Las leyes a que obedece la
fuerza de rozamiento son leyes macroscopicas y empiricas que son sélo aproximadas
en sus predicciones. Sin embargo, es notable que, considerando la gran variedad de
superficies que encontramos, podamos entender muchos aspectos de la forma en que
ocurre el rozamiento en base a un formulismo relativamente sencillo. En este articulo
consideraremos Unicamente € deslizamiento (no la rodadura) entre dos superficies
secas (no lubricadas).

Los primeros antecedentes del estudio experimental del rozamiento se remontan
a Leonardo da VINCI (1452-1519), quien encontrd que la fuerza de rozamiento entre
dos superficies es proporcional a la carga (fuerza normal entre las superficies) e
independiente de la superficie de contacto. El enunciado de da Vinci relativo a estas
dos leyes es notable, sobre todo si consideramos que se hizo dos siglos antes de que
Newton desarrollarse por completo el concepto de fuerza. Estas leyes del rozamiento
fueron redescubiertas por AMONTONS (1663-1705) en 1699 y comprobadas en 1781
en Charles A. CouLoMB, que fue el primero en sefidlar la diferencia entre rozamiento
estatico y cinético. El trabajo de estos investigadores condujo a laformulacion de las
dos leyes para la fuerza de rozamiento estatico entre superficies no lubricadas:

El valor maximo de la fuerza de rozamiento estético ...

F

movimiento inminente

F

movimiento acelerado

F

movimiento uniforme

(1) ... es aproximadamente independiente del area (macroscopica) de
contacto, dentro de unos limites muy amplios.

(2) ... es proporciona alafuerza normal de presion entre las superficies en
contacto.
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Esta fuerza normal® es la que gjerce cualquier cuerpo sobre otro, perpendicularmente
a la superficie de contacto mutuo, y proviene de la deformacion elastica de los
cuerpos que estan en contacto.

La proporcionalidad entre el valor maximo de la fuerza de rozamiento estatico
y la fuerza norma se establece a través del llamado coeficiente de rozamiento
estético, que designaremos por |, de modo que

f.<p N [8.20

siendo vélido € signo (=) sdlo cuando f, tiene su valor méximo; esto es, cuando €l
movimiento es inminente.

La fuerza de rozamiento cinético, f,, entre superficies secas, obedece a las
mismas dos leyes anteriores del rozamiento estatico y, ademss, ...

(3) ... es independiente de la velocidad relativa de las superficies al menos
si ésta es moderada.

(4) ... es, de ordinario, menor que la fuerza de rozamiento estético entre las
mismas superficies.

El cociente entre la fuerza de rozamiento cinético y la magnitud de la fuerza nor-
mal es llamado coeficiente de rozamiento cinético, que designaremos por |, de modo
que

fo= N [8.2

Tanto |, como |, son constantes adimensionales, puesto que ambas son el cocien-
te de las magnitudes de dos fuerzas. Obsérvese que las ec. [8.20] y [8.21] son rela
ciones entre las magnitudes de la fuerza normal y la de rozamiento; estas fuerzas son
perpendiculares entre si. Los valores de |os coeficientes de rozamiento, estético y ci-
nético, dependen principalmente de la naturaleza de las superficies y de su grado de
pulimento. Ambos coeficientes pueden tener valores superiores a la unidad, si bien
en |os problemas més corrientes no serd ese el caso, y ademas, de ordinario, esty > |,.
En la Tabla 8.2 mostramos algunos valores tipicos de ambos coeficientes para varios
materiales.

Aungue las llamadas leyes del rozamiento son (tiles para € propésito de una
orientacion preliminar en este tema y para las aplicaciones técnicas, un poco de
reflexion y de experimentacién nos demostrara que no pueden aceptarse sin grandes
reparos. Asi, una observacion cuidadosa demostraria que los coeficientes de
rozamiento no pueden determinarse de modo exacto para dos superficies dadas, ya
gue los valores obtenidos variaran de un experimento a siguiente aun cuando las
condiciones sean aparentemente las mismas, de modo que solamente podemos
asignarles unos valores aproximados.

Como ejemplo de la variacién del coeficiente de rozamiento para dos superficies dadas
podemos considerar el caso del vidrio en contacto y resbalando sobre vidrio. Si 1as dos superficies
son planos Opticos cuidadosamente preparados y si dichas superficies, previamente limpiadas, se
ponen en contacto, pueden agarrarse entre si de un modo tan intenso que se requiera un gran

3 Se trata de una fuerza de ligadura, como veremos en §8.13.
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Tabla 8.2.- Valores de los coeficientes de rozamiento estético y cinético para varios materiales.

material s e material s e
hielo - hielo 0°C 0.05 - 0.15 0.02 hierro-hierro 12 0.15
madera - madera 0.25 - 0.50 02-05 cobre-cobre 16-3 0.3

madera - metal 0.20 - 0.60 0.2-05 niquel-niquel 30 0.53
madera - ladrillo 0.30 - 0.40 02-03 caucho-solido 1-4 09-12
vidrio - metal 0.50 - 0.70 0.4 - 0.6 teflon-teflén 0.04 0.04

acero - acero 0.74 - 0.78 0.42 - 0.57

esfuerzo para separarlas de nuevo. En estas condiciones la mismaidea de coeficiente de rozamiento
pierde todo significado. Incidentalmente, la propension de las superficies a agarrarse aumenta con
el tiempo de contacto y si queremos evitar un riesgo excesivo de agarrotamiento es conveniente que
las hagamos deslizar o separarse antes de que sea demasiado tarde. En general, € coeficiente de
rozamiento estético tiende a aumentar con €l tiempo de contacto precedente. También, de ordinario,
el coeficiente de rozamiento estético (para una misma carga) suele aumentar si las superficies en
contacto han sido presionadas una contra otra con anterioridad.

Laterceraley del rozamiento dice que el coeficiente de rozamiento cinético es independiente
de la velocidad, pero esto sdlo es cierto entre unos limites bastantes estrechos. La comprobacion
experimental de esta ley exige una experimentacion sumamente cuidadosa porque el rozamiento
aparente entre dos superficies se reduce considerablemente si |as superficies vibran muy réapidamen-
te. Cuando el experimento se hace a muy altas velocidades debemos asegurarnos que e descenso
que se observe en el valor del coeficiente de rozamiento no se deba precisamente a la existencia
de esas vibraciones.

§8.10. Angulos de rozamiento.- La superficie rugosa en contacto con el
bloque B (Figura 8.9a) gjerce sobre éste dos fuerzas. la reaccion normal N y la fuerza
de rozamiento f. Aungue ambas fuerzas estan distribuidas en toda €l area de contacto,
en la Figura8.9 hemos representado las resultantes N y f de las mismas, aungue
también podemos expresarlas en funcion de la resultante R y del angulo de
rozamiento 6 definido por la direccion de R y la normal a la superficie de contacto.
De la Figura 8.9a se sigue:

f = Rsen® N = Rcos6 (8:22]
de modo que,
tgo = f
go = N [8.23]

El valor del dangulo 6 cuando el movimiento es inminente se llama angulo de
rozamiento estatico (6,); su valor cuando existe movimiento relativo entre las dos
superficies se denomina angulo de rozamiento cinético (6,). De las definiciones de
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los coeficientes de rozamiento estatico [8.20] y
cinético [8.21] se siguen las relaciones existentes entre 0 (a)
éstos y |os respectivos angulos de rozamiento: R

190, = |, 190, = K, (8.24]

Las denominaciones de angulos de rozamiento
proceden del siguiente hecho, que el lector compro-
bara facilmente. En la Figura 8.9, cuando vayamos
aumentando gradualmente el angulo de inclinacion
del plano sobre el que puede deslizar € bloque B, €
movimiento de éste serd inminente cuando 6=0,. En
€l caso mas frecuente, unavez iniciado el movimien-
to, éste sera acelerado. Si deseamos que € bloque B
desciendaavel ocidad constante, deberemos disminuir
gradualmente el angulo de inclinacién del plano hasta
gue sea 6=0, (vide Problema 8.5). Figura 8.9

88.11. Rozamiento. Estudio microscépico.-

A la escala molecular, incluso la superficie mas finamente pulida esta muy lejos de
ser plana (Figura 8.10). Resulta fécil aceptar que, cuando colocamos dos cuerpos en
contacto, € area rea (microscopica) de contacto sea mucho menor que €l érea de
contacto aparente (macroscopico). En algunos casos estas &reas pueden encontrarse
en la proporcién 1:10 000. Comprenderemos entonces que la presion en los contactos
reales debe ser enorme. Las investigaciones realizadas por BOWDEN, en la década de
los 40, han demostrado que dichas presiones son suficientes para hacer que hasta un
duro metal como € acero fluya plésticamente. De ese modo, las crestas de las ir-
regularidades en las superficies en contacto son aplastadas de manera que aumenta
lasuperficie de contacto y la presion disminuye hasta que esta justamente en € limite
gue causaria €l fluir del metal. De hecho, muchos puntos de contacto quedan sol-
dados en frio entre si. Este fenémeno de adherencia superficial se debe a que, en los
puntos de contacto, las moléculas en las caras opuestas de las superficies estén tan
préximas las unas a las otras que las fuerzas moleculares son extraordinariamente
intensas.

Ya sea que dichas soldaduras locali-
zadas ocurran o no, habra siempre un con-
siderable grado de trabazon entre las super-
ficies reales, que, como ya hemos dicho,
son rugosas a escala molecular. Cuando un

cuerpo, como por gemplo un meta, se }
arrastra sobre otro, la fuerza de rozamiento
esta relacionada con la ruptura de esos ampliacion

millares de pequefias soldaduras, que con-
tinuamente se vuelven a formar en cuanto
se presentan nuevas oportunidades de Figura 8.10
contacto. Experimentos realizados con
rastreadores radiactivos han permitido
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demostrar que durante el proceso de ruptura de las pequefias soldaduras existe un
intercambio de fragmentos de materia de una superficie a otra.

Asociado a la extrema pequefiez de las areas de contacto, se presenta un calenta
miento friccional localizado cuando ocurre el deslizamiento. Se ha obtenido evidencia
de este calentamiento conectando dos metales diferentes, resbalando € uno sobre €
otro, a un voltimetro de ata precision y midiendo la fuerza electromotriz (f.em.)
producida por efecto termoeléctrico. Estas medidas han puesto en evidencia que se
alcanzan temperaturas considerablemente elevadas, hasta de 1 000°C y alin mas, que
incluso pueden producir una fusion local en algunas zonas de contacto, aun cuando
la superficie en su conjunto pueda sentirse sdlo ligeramente caliente.

El valor del coeficiente de rozamiento entre dos superficies depende de diversos
factores, como son la naturaleza de los materiales, e acabado de las superficies, la
presencia de peliculas superficiales, el grado de contaminacion de las superficies, la
temperatura, ...

Es un hecho notable que si intentamos medir el valor del coeficiente de rozamiento entre dos
sustancias puras, tales como cobre sobre cobre, nos encontramos con resultados erréneos puesto
que, normalmente, la superficies en contacto no seran de cobre puro sino que estaran contaminadas
por éxidos y otras impurezas. Pero si intentasemos hacer nuestra medida para un contacto cobre-
cobre puro, paralo cual deberiamos pulir y limpiar cuidadosamente las superficies afin de eliminar
cualquier pelicula superficial de 6xido o de grasa, e hiciéramos la experiencia en e vacio, para
evitar la oxidacion superficia del cobrey que quedase atrapada una pelicula de aire entre | as super-
ficies, entonces encontrariamos con sorpresa que |os dos cuerpos quedan soldados firmemente entre
si. La explicacion de esta inesperada conducta es que cuando los &omos son todos de un mismo
elemento no hay ningun procedimiento por € que puedan "saber" si pertenecen a una u otra pieza.
Cuando existen otros tipos de &omos o moléculas (6xidos, grasas, ...) interpuestos entre las dos
piezas en contacto, los &tomos de cobre si "saben" a que pieza pertenecen y el rozamiento se reduce
a sus vaores normales. El mismo fendmeno es facilmente observable con |aminas planas de vidrio
convenientemente desengrasadas.

Con todas estas complicaciones no nos debe extrafiar que no exista una teoria
exacta del rozamiento en seco y que las leyes del mismo sean s6lo empiricasy apro-
ximadas. No es posible, dada su complejidad, establecerlas a partir de las fuerzas
fundamentales, ni tan siquiera a partir de las fuerzas intermoleculares, pero la teoria
microscopica del rozamiento (teoria de la adherencia superficial) ayuda a comprender
las leyes enunciadas anteriormente.

A primera vista pareceria l6gico que la fuerza méaxima de rozamiento estatico (y
lo mismo para el rozamiento cinético) fuese proporcional a &area de contacto. Esto
significaria que cuando arrastramos un ladrillo apoyado sobre una de sus caras méas
extensas el rozamiento deberia ser mayor que cuando |o arrastramos sobre uno de sus
bordes. Sin embargo, la primera ley del rozamiento, y la experiencia, nos dice que
no es asi, y que la fuerza de rozamiento es independiente, con buena aproximacion,
del area de contacto. Pero €l area de contacto a la que se refiere esa ley es el area
de contacto macroscopica (aparente) que es mucho mayor que el area de contacto
microscopica (real). En realidad, |a fuerza de rozamiento es proporcional al area de
contacto real (microscépica), como parece |6gico; pero esta &rea es proporciona al
area macroscopica y ala presion que se gjercen entre si las superficies.

Cuando € ladrillo de nuestro gjemplo se apoya sobre una de sus caras extensas existen un
nimero grande de superficies de contacto microscdpicas relativamente peguefias, cuando €l ladrillo
se apoya sobre uno de sus bordes € nimero de superficies de contacto microscopicas es menor
pero, debido ala mayor presion, la extension de cada una de ellas es mayor que en €l caso anterior.
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De ese modo la disminucién del nimero de contactos queda compensado con € aumento individual
del &rea de cada uno de ellos y el éreatotal de contacto real es la misma en ambos casos.

El rozamiento por dedizamiento entre superficies secas puede reducirse
considerablemente utilizando lubricantes. En un mural egipcio, fechado en
1900 A.C., se ve una gran estatua que es arrastrada mientras que un hombre va
vertiendo aceite en su camino. Con el uso de los lubricantes se sustituyen las fuerzas
de rozamiento entre sdlidos por las de viscosidad, que son considerablemente
menores. Como veremos en el proximo articulo, 1os gases son las sustancias que a
las temperaturas ordinarias presentan menor viscosidad, de modo que una técnica
muy eficaz para reducir el rozamiento entre dos superficies hasta un valor préctica-
mente nulo es introducir una capa de gas (colchén de gas) entre ellas. Actuamente
nos servimos de éstas técnicas en los laboratorios, utilizando discos de nieve
carbonica (hielo seco, CO,), mesas 'y carriles de aire comprimido, ...

88.12. Fuerzas de rozamiento en los fluidos.- Cuando un cuerpo se mueve
en € seno de un fluido real, tal como un liquido o un gas, aparecen unas fuerzas que
actuan sobre el cuerpo y que se oponen a su movimiento. Estas fuerzas, a igua que
las estudiadas anteriormente, son fuerzas de rozamiento que tienen su origen en un
gran nuimero de interacciones entre las moléculas del cuerpo y las del fluido vy,
principalmente, entre las del propio fluido. Como el fendmeno es demasiado comple-
jo no podemos establecer una ley exacta para estas fuerzas de rozamiento y, al igual
gue hicimos en €l articulo anterior, nos conformamos con buscar unas leyes empi-
ricas, y por lo tanto aproximadas, que si bien no nos explican las causas del roza
miento interno en los fluidos, nos permiten resolver numerosos problemas practicos.

Con frecuencia, es suficiente considerar que la fuerza que se opone a movimien-
to de un cuerpo en & seno de un fluido sea proporciona a alguna potencia de la
velocidad. Entonces podemos expresar dicha fuerza en funcién de la velocidad como

f=-kvre, [8.25]

donde k es una constante cuyo valor depende principalmente de la geometria del
cuerpo y de la naturaleza del fluido. El movimiento de un cuerpo en un medio fluido
en el que lafuerzaresistiva es proporcional alavelocidad o a cuadrado de la veloci-
dad (o a una combinacion lineal de ambas) fue estudiado por Newton en sus Princi-
pia en 1686. Una generalizacion de esos estudios para cualquier potencia de lavelo-
cidad fue llevada a cabo por J. BERNOULLI (1667-1748) en 1711. La denominacién
de ley de rozamiento de Newton se aplica normamente para las fuerzas de rozamien-
to gue son proporcionales a cuadrado de la velocidad; |a de ley de rozamiento de
Sokes se suele reservar para cuando la fuerza de rozamiento es proporciona a la
velocidad.

Cuando un cuerpo se mueve en el seno de un fluido con una velocidad relati-
vamente pequefia, podemos suponer, con buena aproximacion, que la fuerzaresistiva
obedece a la ley de Stokes; esto es

f=-kv=-Knv [8.26]

donde hemos descompuesto el coeficiente de rozamiento k en dos factores. El prime-
ro de ellos depende de la forma del cuerpo: asi, en el caso de una esfera de radio R,
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Tabla 8.3.- Coeficientes de viscosidad para algunos fluidos a varias temperaturas.

fluido temperara. | yiscosidad fluido temperatura viscosidad
(°C) (°C)
aire 0 170.8 pP glicerina 20 1490 P
20 181.0 yP 30 6.29 P
40 190.4 pP
azlicar 109 28. kP
agua 0 1.787 cP aceite de motor
20 1.002 cP
40 0.653 cP ligero 16 113.8 cP
38 34.2 cP
alcohol 20 12cP 100 4.9 cP
aceite de 20 138.0 cP pesado 16 660.6 cP
oliva 40 36.3 cP 38 127.4 cP
un célculo laborioso demuestra que
K=6nR [8.27]

El segundo factor, 0, esindependiente del material y formadel cuerpo y depende
de lanaturaleza del fluido y de su temperatura. El coeficiente n| representalafriccion
interna del fluido; esto es, la fuerza de rozamiento entre las diferentes capas fluidas
gue se mueven con distinta velocidad. Esta friccion interna se llama viscosidad y
es el coeficiente de viscosidad. En el sistema de unidades cgs, € coeficiente de
viscosidad se expresa en dyn-s'cm?, unidad que recibe el nombre de poise (P); nor-
mal mente se acostumbra a expresarla en centipoise (cP). La viscosidad de los gases
es mucho menor que la de los liquidos y aumenta con la temperatura, a contrario de
lo que ocurre con los liquidos. En la Tabla8.3 presentamos los coeficientes de
viscosidad de diferentes fluidos.

88.13. Fuerzas de ligadura.- Cuando intentamos determinar la fuerza
resultante que actla sobre una particula hemos de poner cuidado en incluir no
solamente |las fuerzas activas, tales como el peso, las fuerzas eléctricas, las fuerzas
elasticas gjercidas por muelles, |as tensiones en cuerdas ... sino también las llamadas
fuerzas de reaccion vincular o de ligadura.

Decimos que un punto material esti ligado o vinculado cuando existen unas
limitaciones fisicas que constrifien sus movimientos; estas limitaciones fisicas reciben
el nombre de ligaduras. Asi, por giemplo, las bolas de un &baco s6lo pueden efectuar
movimientos a lo largo de las varillas que las soportan; una bolita situada sobre la
superficie de una esfera maciza esta sometida a una ligadura tal que sélo puede mo-
verse en dicha superficie 0 en la regidn exterior a la esfera; las moléculas de un gas
encerrado en un recipiente estan sometidas a unas ligaduras tales que sdlo les
permiten moverse en €l interior del recipiente ...



§8.13.- Fuerzas de ligadura. 207

Las ligaduras son susceptibles de clasificarse atendiendo a muy diversos puntos
de vista. Asi, vemos que existe una gran diferencia entre la ligadura impuesta por la
varilla del abaco y laimpuesta por |a esfera de los jemplos anteriores. En efecto, la
ligadura impuesta por la varilla del dbaco es eficaz en todas las direcciones perpen-
diculares a la varilla (de hecho las bolas sélo pueden moverse a lo largo de la vari-
[18), en tanto que la ligadura impuesta por la superficie de la esfera sdlo es eficaz en
un sentido de la direccion perpendicular a la superficie esférica, ya que nada nos
impide separar la bolita de dicha superficie (de hecho, |a bolita abandonara la super-
ficie tras hacer un cierto recorrido sobre €lla).

De un modo general, la linea o la superficie a la que esta vinculada la particula
recibe en nombre de guia y podemos clasificar las ligaduras en

Unilaterales: si la ligadura es eficaz en un solo sentido de la normal a la
guia.

Bilaterales: si la ligadura es eficaz en los dos sentidos de la normal a la
guia.

Bajo otro punto de vista, las ligaduras pueden clasificarse en

Holénomas: cuando la condicion de ligadura es expresable mediante una
ecuacion de la forma

f(xy,zt) =0 (8.28]

gue relaciona las coordenadas de la particula y, eventualmente, el tiempo.

Un giemplo de este tipo de ligaduras o constituye una particula obligada a moverse a lo largo de
una curva o una superficie, ya que la ecuacion de esa guia relaciona las coordenadas de la particula
en laformade laec. [8.28]. Asi, por giemplo, si la particula esta obligada a moverse alo largo de
la pardbola de ecuacion y = 3x?, ésta ecuacion expresa la condicion de la ligadura.

No-holénomas. cuando la condicidn de ligadura no es expresable por una
ecuacion que relacione las coordenadas de la particula y € tiempo, de la
forma [8.29].

Las paredes de un recipiente que contiene un gas constituyen, para las moléculas del gas, una
ligadura no-hol6noma. La ligaduraimpuesta por la superficie de una esfera maciza a una bolita que
se mueva en su exterior es también una ligadura no-hol6noma, que puede expresarse por la
desigualdad

X2 + yz + 722> R? [8.29]

siendo x,y,z las coordenadas de la particulay R €l radio de la esfera. Asi, en € campo gravitatorio,
la bolita se movera inicialmente sobre la superficie de la esfera pero finamente la abandonara

Las ligaduras pueden clasificarse atendiendo a si son 0 no independientes del
tiempo en:

Escler6nomas: cuando la ligadura es independiente del tiempo.

Consgtituye un gemplo de este tipo la ligadura correspondiente a un punto material obligado a
moverse a lo largo de una curva fija, f(x,y)=0, es decir que las coordenadas de la particula deben
satisfacer en todo instante la ecuacion de la curva.

Rednomas: cuando la ligadura contiene explicitamente a tiempo.
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Un gjemplo de este tipo de ligadura lo constituye una particula obligada a moverse sobre una curva
movil, f(x,y;t)=0.

Podemos transformar un sistema con ligaduras en un sistema libre sin méas que
sustituir las ligaduras por las llamadas fuerzas de ligadura; i.e., por unas fuerzas que
produzcan los mismos efectos sobre el movimiento de la particula que las ligaduras
a las que sustituyen. Este modo de operar se conoce con €l nombre de Principio de
liberacion de LAGRANGE (1736-1818) que se enuncia del siguiente modo:

Todo sistema con ligaduras puede suponerse libre de ellas con tal de afiadir
a las fuerzas activas las llamadas fuerzas de ligadura que producen los
mismos efectos que las ligaduras a las que sustituyen.

De este modo podemos obtener un diagrama en el que se incluyen € cuerpo y
todas las fuerzas que actlian sobre €, incluidas las de ligadura (una vez suprimidas
las propias ligaduras); dibujaremos asi € llamado diagrama del cuerpo libre (de
ligaduras), que constituye un primer paso en la resolucion de los problemas de la

Mecanica
bloque / F Ny F
/ S
f / f k4
/_ | gl
! diagrama del
tablero * p cuerpo libre Y p
Figura 8.11

Asi, por iemplo, un blogue situado sobre €l tablero horizontal de una mesa esta sujeto a una
ligadura (unilateral, no-holénoma y esclerénoma) que constrifie sus movimientos: solo podemos
moverlo deslizandolo sobre € tablero o levantandolo sobre él. La ligadura impuesta por el tablero
a los movimientos del blogue puede sustituirse por la fuerza de ligadura correspondiente que, en
este caso, viene representada por la Ilamada fuerza de reaccion normal, N, que gerce € tablero
sobre el blogque. Obsérvese que éstafuerzay el peso, P, del bloque no forman una pareja de accion-
reaccion. El Principio de Liberacion nos permite escribir:

F+P+f+N-=ma [8.30]

En la Figura 8.11 hemos dibujado €l diagrama del bloque libre, en el que hemos sustituido la
ligadura (tablero) por la fuerza de ligadura (N) que produce el mismo efecto que agquélla.

Las fuerzas de ligadura estan caracterizadas por |las propiedades siguientes:
(1) Las fuerzas de ligadura no producen movimiento; tan sélo impiden los

movimientos producidos por las fuerzas activas que no sean compatibles con
las ligaduras.

(2) Lamagnitud de las fuerzas de ligadura se considerailimitada, dependien-
do de las fuerzas activas y anuldndose cuando éstas se anulan.
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(3) Ladireccion de las fuerzas de ligadura siempre es normal a la guia’.

Las ligaduras introducen dos tipos de dificultades en la resolucion de los
problemas de la mecanica de la particula.

(a) Las coordenadas de la particula dejan de ser independientes entre si,
puesto que estan relacionadas por las ecuaciones de las ligaduras.

(b) Las fuerzas de ligadura no son conocidas a priori, Sino que se encuen-
tran entre las incognitas del problema.

Imponer ligaduras a una particula (o0 a un sistema de particul as) es reconocer
la existencia de unas fuerzas (las de ligaduras) que no podemos especificar
directamente y que solo conocemos por los efectos que producen en €
movimiento de la particula (o del sistema de particulas).

Cuando las ligaduras tienen caracter holénomo, es relativamente fécil soslayar
la dificultad que introduce el desconocimiento a priori de las fuerzas de ligadura.
Bastara para ello introducir las ecuaciones que expresan las condiciones de ligadura
junto a la ecuacién diferencial del movimiento en la que solo intervendran las
componentes de las fuerzas activas en la direccidén del movimiento permitido por las
ligaduras; de ese modo evitamos que aparezcan las fuerzas de ligadura en la ecuacion
diferencia del movimiento. En el caso de que las ligaduras sean no-hol6nomas no
sera posible, en general, aplicar ese método y cada problema requerira un tratamiento
propio.

88.14. Fuerzas de inercia.- Todas las fuerzas que hemos considerado hasta
ahora son fuerzas reales, en €l sentido de que podemos identificar a sus agentes; i.e.,
otros cuerpos responsables de cada una de €ellas. Conocidas las fuerzas que actlian
sobre la particula, la segundaley del movimiento nos permite calcular la aceleracion
gue ésta adquiere. Pero, evidentemente, necesitamos un referencial con respecto a
cual mediremos la aceleracion de la particula y, ademés, es necesario que dicho
referencial sea inercial, pues solo en esos referenciales es valida la primera ley del
movimiento (como ya vimos) y la segunda ley del movimiento (como veremos).

Sin embargo, en muchas ocasiones puede ser conveniente aplicar las leyes del
movimiento desde el punto de vista de un observador no-inercial. Asi, para describir
el movimiento de un cuerpo sobre o cerca de la superficie terrestre puede resultar
conveniente emplear un referencia ligado ala Tierray que gira con ella (referencia
0 sistema de laboratorio) a pesar de que dicho referencial es no-inercial. En los
referenciales no-inerciales, la fuerza que actla sobre la particula no es igua
simplemente al producto de su masa por su aceleracién, como ocurre en los
referenciales inerciales. No obstante, en los referenciales no-inerciales, podemos
seguir escribiendo la segunda ley de Newton en la forma habitual, >F = ma, s

4 En algunos textos, esta propiedad se enuncia haciendo referencia alos vinculos lisos, ya que
incluyen las fuerzas de rozamiento entre las de ligadura. Nosotros preferimos, siguiendo la
tendencia mas actual, considerar las fuerzas de rozamiento como fuerzas pasivas diferenciadas de
las de ligadura, por lo que € enunciado que hemos dado es correcto.
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consideramos, junto con las fuerzas redles, otras fuerzas, llamadas fuerzas inerciales,
gue dependen de la aceleracion del referencial con respecto a un referencia inercial.

En este articulo vamos a centrar nuestra atencion en los referenciales no-
inerciales en movimiento de traslacion (sin rotacion) con respecto a un referencial
inercia. En la siguiente leccion nos ocuparemos ampliamente de los referenciales en
rotacion.

Imaginemos un referencial S, que consideraremos inercial, y un segundo
referencial S' que se mueve respecto a primero con movimiento de traslacion
acelerado (uniformemente o no). Por simplicidad, escogeremos los g es coordenados
xyz e X'y'Z de modo que los € es correspondientes sean paralelos entre si, como se
muestra en la Figura8.12. Consideraremos ahora una particula Py sean r y r’ los
vectores de posicion de dicha particula con respecto a los origenes O y O’ de cada
uno de los referenciales. Estos vectores de posicion estén relacionados en la forma

r=rgy+r [8.31]
donde ro=0O0" es € vector de
posicion del origen del referencial
S’ con respecto a referencia S.
Las velocidades de la particula en
cada uno de los referenciales, que
designaremos por v y V, respec-
tivamente, estén relacionadas por

— /
V=V, otV [8.32]

Figura 8.12

gue se obtiene derivando con res-

pecto al tiempo la ec. [8.31] y don-

de v, representa la velocidad del referencial S™ con respecto al referencial S. A partir
de laec. [8.32], derivandola de nuevo con respecto a tiempo, encontramos larelacidn
existente entre las aceleracion de la particula P en ambos referenciaes; esto es

a=ag+a [8.33]

donde a, representa la aceleracion del referencial S con respecto al referencia S.
Esto es, los observadores Sy S” miden, en general, aceleraciones diferentes para €
movimiento de la particula P

Sabemos que en un referencia inercial se cumple

F - ma [8.34]

siendo F la resultante de las fuerzas aplicadas a una particula de masa m (que
suponemos constante) y a la aceleracion de la misma en € referencia inercial.
¢Como se transformard la ec. [8.34] cuando hagamos las observaciones desde un
referencial no-inercial?.

Puesto que la fuerza resultante F es la representacion de las interacciones de la
particula con su medio ambiente, esto es, con los demas cuerpos existentes en las
proximidades, € cambio de referencial no modificarg, a menos en e &mbito de la
Mecanica Clasica, dichas interacciones, de modo que F permanecera invariante. Del
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mismo modo, la masa de la particula se considera invariante a pasar de un
referencial a otro. En cambio, la aceleracion medida en el referencial S' no es la
misma que la que se mide en € referencia S; por consiguiente, la aceleracion no es
invariante. Obviamente, sustituyendo [8.33] en [8.34], podemos escribir

F=m(a, +a’) =ma, + ma' (8.39]

de modo que en € referencia S laresultante de las fuerzas aplicadas, F, no esigual
simplemente a producto de la masa de la particula por su aceleracion en ese
referencial, sino que hay que afladir un término, ma,, que representa el efecto de la
aceleracion del propio referencial no-inercial. La ec. [8.35] no tiene la forma que
presenta habitualmente la segunda ley del movimiento, pero podemos conseguir que
se le parezca s la escribimos en la forma

F - ma, = ma’ (8.36]

pues entonces tenemos en e segundo miembro el producto de la masa de la particula
por su aceleracion en e referencia no-inercial. En cambio, en el primer miembro de
la ec. [8.36] nos encontramos, ademas de con la resultante de las fuerzas aplicadas,
con el término -mag que, aunque no es una fuerza, tiene dimensiones de fuerza. Al
trabajar en los referenciales no-inerciales es conveniente considerar € término -mag
como si fuese una fuerza, a la que denominaremos fuerza de inercia y representare-
mos por F,; esto es,

F, - -ma, [8.37]
de modo que la ec. [8.36] puede ahora escribirse como
F'=F +F,=ma (8.38]

gue es la forma que adopta la segunda ley del movimiento en los referenciales no-
inerciales. En €l referencia no-inercial hay que considerar, junto con las fuerzas
reales, las fuerzas de inercia, ya que de ese modo la suma F’ de todas las fuerzas
(redles y de inercia) sera igua a producto de la masa de la particula por su
aceleracion en e referencial no-inercial.

Las fuerzas de inercia reciben también el nombre de fuerzas ficticias, en
contraposicion a de fuerzas reales, ya que a diferencia de éstas no las podemos
asociar con ningun cuerpo particular en e medio ambiente de la particula sobre la
gue actdan; i.e., no tienen agente. Representan la no-inercialidad del referencia vy,
naturalmente, al observar el movimiento de la particula desde un referencial inercia
las fuerzas de inercia desaparecen. Las fuerzas de inercia son simplemente una
técnica que nos permite aplicar las leyes de Newton en su forma habitual a ciertos
fendmenos cuando nos empefiamos en describirlos desde el punto de vista de un
observador no-inercial. Las fuerzas de inercia son simples ficciones que introducimos
para poder seguir escribiendo >F = ma, aln cuando la aceleracion se mida con
respecto a un referencial no-inercial. Aunque las fuerzas de inercia son ficticias
(falsas), para un observador no-inercial parecen tan reales como las demas debido a
la confianza que tiene el observador en la validez de las leyes de Newton.
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Cuaquier cosa ficticia tiende a parecernos confusa; para aclarar o que
representan las fuerzas de inercia volveremos a los experimentos idealizados, sobre
la plataforma lisa de un vagén de ferrocarril acelerado, de los que nos servimos en
laLeccién 6 paracomprender la diferencia existente entre los referenciales inerciales
y no-inerciales.

En primer lugar considera
remos un blogue liso unido me-
diante un muelle dinamométrico a
un punto fijo del vagén (Figu-
ra8.13). El dinamOmetro permite, a
los observadores Sy S', medir una
fuerza rea F (debida a la tensién
dd muelle) que actlla sobre €
blogue en la direccién y sentido
de la aceleracion a, del vagon. El
observador S entendera que esa fuerza F es la causante de la aceleracion que tiene
el bloque, a = a, (ya que € bloque tiene la misma aceleracion que e vagon) y
escribird la segunda ley de Newton en la forma

Figura 8.13

F = ma, [8.39]

Pero el observador S, a ver que e bloque esta en reposo con respecto a €,
sospechard la existencia de una fuerza que equilibre a la fuerza F, de modo que
incluira una fuerza F, aunque no sepa identificar su agente. Asi

F+F,=0 - F-ma, =0 [8.40]

gue es, a fin de cuentas, la misma que establecid e observador S. La fuerza de
inercia Fo=-ma, tiene sentido para € observador S’ pero no lo tiene para €
observador S; en consecuencia es una fuerza ficticia

Liberemos ahora € blogue de
modo que pueda moverse sin
friccion sobre la plataforma del
vagon (Figura 8.14). Cuando aumen-
ta la velocidad del vagon e blo-
que se movera sobre la plataforma
con velocidad creciente (acelera-
do) en sentido contrario a la
aceleracion del vagon, detal modo
que, s € vagdn se encontraba ini-
cialmente en reposo sobre la via, € bloque permanecera en reposo con respecto a
observador S (ya que a no existir rozamiento no puede ser arrastrado por e movi-
miento del vagén). El observador S entendera que a no existir fuerza aplicada a
blogue (en la direccion horizontal) la aceleracion de éste sea nula. En cambio, €
observador S’ observa que € blogue esta acelerado en su propio referencial (el
vagbn), con a’=-a,, y sospechara la existencia de una fuerza, F,=-ma,, que seria la
responsable de esa aceleracion. Evidentemente, como en el caso anterior, esa fuerza
es ficticia

Figura 8.14
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En definitiva, en la resolucion de los problemas de la Mecanica podemos elegir
entre dos alternativas:

(1) Escoger unreferencial inercia y considerar tnicamente lasfuerzasreales.

(2) Escoger un referencia no-inercia y considerar no solo las fuerzas reales
sino también las llamadas fuerzas de inercia, que vienen expresadas siempre
por -ma,, siendo a, la aceleracion del referencial no-inercial con respecto a
un referencial inercial.

De ordinario escogeremos la primera alternativa, pero en ocasiones sera mas
conveniente escoger la segunda; ambas son equivalentes.

Ejemplo |.- Una cufia de masa M y

adngulo 6 dedliza sin rozamiento

sobre un tablero horizonta fijo,

como se muestra en la figura. Sobre

la cufia dediza, también sin Y
rozamiento, un blogue de masa m.

a) Determinar la aceleracion de la

cufia. b) Determinar la aceleracion

del bloque respecto de la cufia y
respecto del tablero.

Asumimos que la cufia
experimenta una aceleracién de
retroceso a, en la direccion que seindica en la Figura 8.15. En €l referencial S (inercid), en lo que
concierne al movimiento horizontal de la cufia, escribiremos

Figura 8.15

-Nsend = - Ma,
M

- N=_a°
send

Para analizar el movimiento del blogque, resulta conveniente describirlo en el referencial S
ligado ala cufia, que posee una aceleracion a, (referencial no-inercial). Asi, aplicaremos la segunda
ley de Newton al bloque, incluyendo todas las fuerzas que "actlan" sobre é, esto es: mg (peso),
N (reaccion vincular o fuerza de ligadura) y -ma, (fuerza de inercia);

mg + N+ (- ma,) = ma
de donde, tomando las componentes en la base vectoria 123 que se indica en la Figura 8.15,

tenemos

’

mgsend + ma,cosd = ma’ !
-mgcos® +N +ma;senf = 0 - N

gsend + a,cosh
m(gcos® - a,send)

Sustituyendo el valor de N en la segunda ecuacion y despejando a, obtenemos la aceleracion de la
cufia:

mg send cosd
—_— = =( - 00
M + msen?0 %l % )XYZ

a, =

entonces, de la primera ecuacion obtenemos la aceleracion @ del bloque respecto de la cufia
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(M +m) gsend
M + msenZ9

/7

a = gsend + a,cosH = = a = (aco® -asend 0),,

Para obtener la aceleracion a del bloque respecto del tablero tendremos en cuenta que

a-a’'-a -acod - a - Mg sen6 cosd

a-a-a - M + msen®d
) o (M +m)gsen?
R A

cuyo mddulo es

Q- \/gxz_+¥ _ \1 N (msenecose

- seno = lg?~ a2 send
M +msen26j g Ve %

y su direccién forma un angulo ¢ con la horizontal, dado por

o = arctgﬂ = arctg M- m tg6
3 M

88.15. Estatica de la particula. Principio de D’Alembert.- La relacion
existente entre el movimiento de un cuerpo y sus causas es €l objeto de estudio de
la Dindmica, la cua nos ha ensefiado que el movimiento de un cuerpo depende de
su masa y de las acciones que sobre él gercen otros cuerpos gque constituyen su
medio ambiente; dichas acciones vienen representadas por e concepto fisico-
matematico que Ilamamos fuerza. Los efectos de dichas fuerzas pueden contrar-
restarse entre si, dando lugar a una situacion andloga a la que se presentaria si no se
gjerciera fuerza alguna sobre el cuerpo. El capitulo de la Dindmica que trata solo
aquellos sistemas en los que lafuerza resultante es nula recibe el nombre de Estética.
Ahora nos ocuparemos solamente del estudio de la Estatica de la Particula, dgjando
para méas adelante el estudio de la Estética de los Sstemas de Particulas, de los que
el sdlido rigido es un caso especial.

Decimos que una particula se encuentra en equilibrio en un cierto referencial
inercial cuando su aceleracion es cero en ese referencia. En consecuencia,

el equilibrio implica que la resultante de todas las fuerzas aplicadas a la
particula debe ser nula;

esto es R=XF =0 [8.41]
Podemos generalizar la definicion anterior paralosreferenciales no inerciaes, ya
gue la ecuacion del movimiento en un referencial no inercial [8.36] puede escribirse

en laforma

R-ma, = ma =0 [8.42]
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cuando la aceleracion de la particula es nula en ese referencial, i.e., cuando la
particula esta en equilibrio en él. La ecuacion anterior puede ser considerada como
una ecuacion de «equilibrio» que establece que

la resultante de todas las fuerzas «aplicadas» a la particula, incluidas las
fuerzas de inercia (en su caso), debe ser nula.

Este enunciado constituye la esencia del Principio de D' ALEMBERT. Bgjo este punto
de vista, la Dinamica se reduce a la Estética, ya que siempre podremos plantear
nuestro problema (¢dindmico?) en un referencial en € que la particula no presente
aceleracion (i.e., se encuentre en equilibrio).

Puesto que la particula es considerada como un cuerpo de dimensiones muy
pequefias (puntual), todas las fuerzas aplicadas a la particula (reales e inerciales, en
Su caso) seran concurrentes en un punto, de modo que no encontraremos dificultad
al efectuar la suma vectoria indicada en la expr. [8.41] (0 en la [8.42], en SU Caso).
Esta ecuacion expresa la condicion de equilibrio para la particula. Como consecuen-
cia directa de ella se tiene que €l equilibrio de una particula no se dteras ...

(1) se suprimen dos fuerzas iguales y opuestas,
(2) se incorporan dos fuerzas iguales y opuestas,
(3) se sustituyen dos 0 mas fuerzas por su suma efectuada,

(4) se sudtituye una fuerza por otras que la tengan como resultante.

Es conveniente que no confundamos el concepto de equilibrio con el de reposo.

Una particula puede estar en reposo en un cierto referencial y no hallarse en equilibrio en €.
Asi, por gjemplo, cuando lanzamos una piedra verticalmente hacia arriba, en el punto més ato de
su trayectoria la piedra se encuentra instantaneamente en reposo, pero no en equilibrio puesto que
la fuerza peso no esta equilibrada por ninguna otra. Por esa razén la piedra comienza a caer
(aceleradamente) hacia abajo.

Por otra parte, una particula puede estar en equilibrio en un cierto referencial y no estar en
reposo en ese referencial. Un giemplo de este tipo lo constituye la particula libre; a no actuar
fuerzas sobre ella, su aceleracion sera nula, lo que significa que su velocidad seré constante en un
referencial inercial. Por supuesto que siempre podemos encontrar un referencial inercial en el que
la particula libre estara en reposo.

La situacién mas corriente es aquella en la que la particula se encuentra simultaneamente en
reposo y en equilibrio en un referencial dado; por eso es frecuente que muchas personas consideren,
erréneamente, ambos conceptos como sinénimos.
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Problemas

8.1.- Utilizar la ley de gravitacién universal y
la segunda ley de Newton para demostrar que
el periodo T de un planeta que se mueve en un
orbita circular alrededor del Sol estarelaciona-
do con € radio de la ¢rbita por la tercera ley
de Kepler, T2 = kr®, y determinar la constante
k.

8.2.- Dos esferillas idénticas cuelgan mediante
sendos hilos de seda, de longitud L, de un
mismo punto. Cuando se les suministra una
misma carga el éctrica a cada una de las esferi-
llas, los hilos de suspensién forman entre si
un angulo 6. Expresar el valor de la carga de
cada esferilla en funcién de dicho angulo.

8.3.- Una particula de masa m que tiene una
carga eléctrica q se lanza desde una gran
distancia, con una velocidad v,, directamente
contra otra particulafijaen el espacio, de masa
M y caga é€éctrica Q. a) Estudiar
cualitativamente el movimiento de la particula
m en los casos en que las cargas eléctricas
sean del mismo y de distinto signo. b) Deter-
minar la distancia minima de aproximacion
cuando ambas cargas son del mismo signo.

8.4.- El bloque A delafigurapesal5kgy €
bloque B pesa 5 kg. El coeficiente de roza
miento entre todas las superficies en contacto
vale 0.20. Calcular la magnitud de la fuerza F
necesaria para arrastrar €l blogque B hacia la
derecha con velocidad constante, en cada uno
de los casos que se muestran en la figura.

8.5.- Un estudiante trata de encontrar experi-
mentalmente el coeficiente de rozamiento entre

un ladrillo y un tablén. Para ello coloca e
ladrillo sobre e tablon y va aumentando gra-
dualmente e angulo de inclinacién de éste.
Cuando € angulo es de 30° € ladrillo co-
mienza a dedlizar, acelerdndose hacia abajo.
Entonces comienza a reducir progresivamente
el angulo de inclinacion y observa que cuando
éste es de 25° se detiene. Obtener los coefi-
cientes de rozamiento a partir de esas observa
ciones.

8.6.- En el sistema que se muestra en lafigura,
calcular la aceleracion de cada uno de los dos
blogues en los siguientes supuestos: a) no exis-
te ningln rozamiento; b) el coeficiente de
rozamiento entre todas las superficies en con-
tacto es L.

s B

Prob. 8.6

8.7.- El bloque de la figura pesa 100 kg y se
encuentra en reposo sobre una superficie hori-
zontal. El coeficiente de rozamiento entre e
blogue y la superficie es 0.50. Mediante una
cuerda ligera unida al blogue y que forma un
angulo 6 con la horizontal tratamos de mover
el bloque.
Encontramos
gue lamagni-
tud de la
fuerza mini-
ma necesaria
paramover e
bloque
depende del
valor del
angulo 6. a) Expresar la magnitud de dicha
fuerza minima en funcion del éangulo 6.
b) ¢Cudl es el vaor del angulo 6 més eficaz
para mover e bloque?

Prob. 8.7

8.8.- En € sistema de la figura, la masa del
blogue A es 20 kg y los coeficientes de roza-
miento estético y cinético de cada blogque con
los planos inclinados valen 0.30 y 0.25, res-
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pectivamente.
a) ¢Cual
debe ser la
masa minima
del bloque B
para que €
sistema co-
mience a mo-
verse haciala
izquierda?
b) Unavez iniciado e movimiento, ¢cud sera
la aceleracion del sistema?

Prob. 8.8

8.9.- Dos bloques de madera se encuentran
sobre un plano inclinado, unidos entre si por
una cuerda ligera que pasa por una polea de
rozamiento e inercia despreciables, como se
indica en la
figura. El
coeficiente
de rozamien-
to entre todas
las super-
ficies en
contacto vae
0.30. Deter-
minar: a) El
valor critico
del angulo de
inclinacion del plano que impide € desliza-
miento de los blogues; b) la aceleracién de los
blogues si el angulo de inclinacion es de 80°.

8.10.- Desde €l pie de un plano inclinado 30°
sobre la horizontal se lanza, hacia arriba a lo
largo del plano inclinado, un blogue de 3 kg,
con una velocidad inicial de 4 m/s. El coefi-
ciente de rozamiento cinético entre e bloque
y € plano vale 0.60. a) Calcular la distancia
que recorrera e blogue sobre e plano.
b) ¢Volvera a descender el bloque? En caso
afirmativo, determinar la velocidad del bloque
cuando llegue a pie del plano.

Prob. 8.9

8.11.- Dos
bloques, de
masas m, =
4kgy m, =
8 kg, estan
unidos me-
diante una
varilla rigida
y ligera y
resbalan por un plano inclinado 30°, como se
muestra en la figura. El coeficiente de roza-
miento cinético entre el plano y cada uno de
los blogues es 0.20 y 0.30, respectivamente.
Cacular: a) la aceleracion del sistemay b) la
tension en la varilla, indicando si es tensora o
compresora.

| 30°

Prob. 8.11

8.12.- Un bloque de masa m resbala por un
canal en forma de V, como se muestra en la
figura. Si los coeficientes estético y cinético de
rozamiento entre el bloque y las paredes del
cana valen 0.3 y 0.2, respectivamente, obte-

Prob. 8.12

ner: &) El valor minimo del éngulo 6 para
que el blogue comienza a deslizar; b) la acele-
racion del bloque si el angulo 6 vale el doble
del calculado en el apartado anterior.

8.13.- En el
sistema que se
representaen la
figura, €l coefi-
ciente de roza
miento  entre
todas las super-
ficies e L
a) Escribir las
ecuaciones del
movimiento de
cada una de las
cuifas.
b) Encontrar
las aceleraciones de las cufias en el caso de
que sean m=m,, 6=45° y p=0.1. c) ¢Para qué
valores de p no habr4 movimiento?

fijo

/)
J*

Prob. 8.13

8.14.- La resistencia que presenta el aire a
movimiento de caida de un paracaidista puede
considerarse proporcional a la velocidad
instantanea de éste. De acuerdo con esta
hipétesis: a) expresar |la velocidad, la acelera-
cién y e espacio recorrido en funcion del
tiempo, para t>0, suponiendo que en el
instante t=0 (cuando se abri6 € paracaidas) €
paracaidista tenia una velocidad v,; b) demos-
trar que el paracaidista alcanza una cierta
velocidad limite y obtener el valor de dicha
velocidad.

8.15.- Dgjamos caer una esferillalisay homo-
génea, de radio r y densidad p, desde la
superficie libre de un fluido viscoso, de coefi-
ciente de viscosidad m y densidad &(<p).
a) Demostrar que la velocidad y e espacio
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recorrido por a esferilla pueden expresarse en
funcion del tiempo como

vy, (1-e%)
_aat
X_Vlim(t e )
o
9In .
donde o = Y Vi €S la velocidad
2pr?
limite, dada por
2 ryg
v, = - _2(p-96
lim 9 T] (p )

b) Calcular € tiempo que debera transcurrir
para que la esferilla acance una velocidad
igual a 95% de la velocidad limitey € espa
cio recorrido por la esferilla hasta ese momen-
to.

8.16.- Una particula de masa m se mueve hori-
zontalmente con una velocidad v,,. En un deter-
minado momento penetra en un medio
resistivo que le presenta una fuerza resistente
dada por o*+B%, donde o y B son constan-
tes. Demostrar que, independientemente del
valor de lavelocidad inicial de la particula, su
alcance de penetracion en e medio no sera
mayor que /203 y que solo se detiene
para t—eo.

8.17.- Un cuerpo
de pequefias di- R
mensiones dedli- T

za por € interior
de una oquedad
hemiesférica lisa,
de radio R, como
se muestra en la
figura. El cuerpo
partié del reposo
desde el borde de la oquedad. a) Expresar la
velocidad del cuerpo y la reaccion de la super-
ficie sobre é en funcion del éngulo 6.
b) Calcular la velocidad y la reaccion de la
superficie cuando €l cuerpo pasa por el fondo
de la oquedad. Analizar e resultado.

Prob. 8.17

8.18.- Una bolita est4 ensartada en un alambre
liso (de modo que puede deslizar por é sin
rozamiento) cuya forma es la de una parabola
de gje vertical y ecuacion y = x%. Supongamos
que abandonamos la bolita (en reposo) en e
punto de coordenadas (X,Y,). Calcular la
velocidad de la bolita y la fuerza de ligadura
cuando pasa por €l fondo de la parébola.

8.19.- Sobre una plataforma de un camion se
encuentra una caja que pesa 20 kg. Los coefi-
cientes de rozamiento estético y cinético entre
la cgja y la plataforma valen 0.10 y 0.06,
respectivamente. Calcular la aceleracion que
adquiere la caja con respecto a camion cuando
éste: a) tiene una aceleracion de 0.5 m/s%
b) idem de 1 m/s%; ¢) frena a razon de 2 m/s.

8.20.- Una plomada cuelga del techo de un
vagon de ferrocarril que circula por una via
recta a nivel, de modo que puede utilizarse
como un acelerémetro. a) Deducir la férmula
gue relaciona la aceleracion del tren con e
angulo que forma la plomada con la vertical.
b) Calcular la aceleracion del tren cuando
dicho angulo es de 15°.

8.21.- El extremo
inferior de la
varilla rigida y
ligera representa-
da en la figura
estd articulado a
la plataforma de
la vagoneta. En
e otro extremo
de la varilla esta sujeta una masa m de peque-
flas dimensiones. Expresar € valor del angulo
0 que forma la varilla con la horizontal en
funcién de la aceleracion de la vagoneta.
¢Como describira la situacion un observador
que vigje en la vagoneta?

Prob. 8.21

8.22.- Un hombre esta de pie sobre la plata-
forma de un autobls que marcha con una
celeridad constante de 36 km/h por una aveni-
darecta. ¢Bajo que angulo y en qué direccién
debe apoyarse € hombre para evitar caer
cuando en 3 segundos la velocidad del autobus
cambia a) a 54 km/h; b)a 9km/h y c) d
autobus se detiene.

8.23.- @) ¢Qué aceleracion debera tener € va
gén de la figura para que €l bloque A no cai-
ga, s € coeficiente de rozamiento entre el blo-
quey lapared es u? ¢Como describird el com-
portamiento del bloque un observador situado
en e vagoén?
b) Si la ace-
leracion del
vagon es la
mitad de la
caculada en
e apartado
anterior,
coudl serd la
aceleracion
del bloque
respecto del
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vagon? ¢(Que tiempo empleara € blogue en
descender una distancia h?

8.24.- a) ¢Quéfuerzahorizontal debe aplicarse
constantemente al sistema que se muestraen la
figura de modo que los cuerpos de masa m, y
m, no se
muevan con
respecto  a
M. b)S la
fuerza aplica-
da es la
mitad de la
caculada en
el apartado
anterior,
¢Cudl serd |la aceleracion de los bloques m; y
m, respecto del blogque M?

Prob. 8.24

8.25.- En €l dispositivo que se muestra en la
figura del Problema 8.24 se suprimen las
ruedecillas de los bloques m; y m, , apare-
ciendo un rozamiento, caracterizado por un
coeficiente |, entre todas las superficies en
contacto. Demostrar que para que los bloques
m, y m, permanezcan en reposo respecto a la
vagoneta, ésta deberd tener una aceleracion a,
comprendida en €l intervalo

m, - um,
m, = um,

m,
g<a <_2 "1
% m,

8.26.- Un
nifio coloca
una bascula
sobre una
plataforma
que puede
dedlizar sin
friccion sobre
un plano in-
clinado,
como seindicaen lafigura. El nifio se sube en
la béscula y lee la indicacién de su "peso"
cuando la plataforma desciende (acelerada-
mente) por el plano inclinado. Si el peso del
nifio en condiciones normales es P, ¢cud sera
laindicacion de la bascula?

Prob. 8.26

8.27.- En cada uno de los sistemas representa-
dos en la figura, se nos pide cacular las
tensiones en las cuerdas y en los puntales. En
todos los casos podemos suponer que las
cuerdas son inextensibles, flexibles y ligeras,
que los puntuales son rigidos y de masas
despreciables y que € peso del cuerpo es de
100 kg.

Prob. 8.27

8.28.- Dos pequefios cuerpos, cuyas masas se
encuentran en la relacion de 5/3, estan unidos
por un hilo inextensible de masa despreciable,
de 10 cm de longitud, y se encuentran situados

m,

m,

v

S
1 i v
\ i v
6,0,/
——

v
Prob. 8.28

sobre una circunferencialisavertical, de 20 cm
deradio, unaacadalado del didmetro vertical.
Determinar la posicién de equilibrio de las dos
masas.

8.29.- Una cadena flexible, que pesa 10 kg,
cuelga entre dos ganchos situados a una misma
dtura (vide figura). En cada extremo la cadena
forma un an-
gulo 6 con

la horizontal. ‘ : I
a) ¢Cud es N,

lamagnitud y

direccion de
la fuerza
gjercida por
la cadena

Prob. 8.29
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sobre cada uno de los ganchos? b) ¢Cud esla
tension en el punto més bajo de la cadena?

8.30.- Un pequefio blogque, de masa 3m, des-
liza sin friccion sobre la superficie interior de
un oquedad hemiesférica de radio r y esta
unida, mediante sendos hilos ligeros, a dos

Prob. 8.30

pesas, de masamy 2m, como se muestraen la
figura. Determinar la posicion de equilibrio del
sistema (valor del angulo 6) y la reaccion
sobre la superficie de la oquedad.

8.31.- Una cuerda flexible rodea a un cilindro
fijo de radio r, como se muestra en la figura.
Sean U € coeficiente de rozamiento estético
entre la superficie del cilindro y la cuerda y
6, e éangulo de contacto entre ellas.
a) Demostrar que, en las condiciones criticas
de deslizamiento de la cuerda, las tensiones de
la cuerda a cada lado del cilindro estén
relacionadas entre si por F,=F,exp(p9,), en €
supuesto de que sea F,>F,, de modo que
resulta ser independiente del radio del cilindro,
dependiendo tan sdlo del valor del angulo de
contacto. b) ¢Es generdizable e resultado
anterior para 6,>2n?



